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编写 说 明 


影响 最 大 、 级 别 最 高 的 中 学 生 “ 国 际 数学 奥林匹克 "(简称 IMO) 由 来 已 
久 , 自 第 1 届 IMO + 1959 年 在 罗马 尼 亚 举行 以 来 ,有 近 60 年 的 历史 ,其 影响 
越 来 越 广泛 。 在 国际 数学 奥林匹克 的 推动 下 ,世界 名 地 的 数学 竞赛 活动 如 火 
如 茶 。 目 前 ,我 国 数学 竞赛 逐步 形成 了 从 全 国联 合 竞赛 .全 国 中 学 生 数 学 冬令 
营 到 国家 集训 队 一 个 完整 的 竞赛 选拔 体系 。 

数学 竞赛 作为 一 项 智力 活动 ,吸引 了 无 数 数学 爱好 者 积极 参与 ,也 为 那些 
对 数学 有 浓厚 兴 赴 和 有 数学 天 赋 的 学 生 提 供 一 个 展示 自我 的 平台 ,是 发 现 和 
培养 数学 人 才 的 一 条 有 效 当道 。 我们 欣喜 地 看 到 ,通过 这 项 活动 ,发 现 了 一 批 
数学 苗子 ,培养 了 一 批 数 学 人 才 。 许 多 参与 竞赛 的 优秀 选手 后 来 都 成 了 杰出 
的 数学 家 。 

总 体 看 来 ， 的 数学 竞赛 体制 日 趋 完善 , 它 的 一 些 功能 和 作用 也 日 益 凸 
显 。 随 着 高校 招生 制度 的 改革 ,各 种 学 科 竟 赛 , 尤 其 是 数学 竞赛 的 选 拓 功 能 越 
来 越 被 广大 高 校 所 认可 。 事 实 上 ,学 匀 竟 赛 已 经 成 为 高 校 自 主 招生 和 选拔 人 
才 的 重要 途径 之 一 。 

我 们 本 着 为 数学 竞赛 的 普及 、 提 高 做 点 有 益 事情 的 愿望 ,在 全 国 范围 内 组 
织 一 批 长 期 从 事 数 学 竞赛 且 做 出 杰出 成 绩 的 一 线 专 家 编写 了 一 套 " 高 中 数学 
竞赛 专题 讲座 丛书 "。 儿 书包 括 《 初 等 数论 《函数 与 函数 方程 y《 复 数 与 多 项 
式 》)《 不 等 式 》《 组 合 问 题 》《 排 列 组 合 与 概率 》《 数 列 与 归纳 法 》《 集 合 与 简 
易 逻 辑 》《 三 角 函 数 》 必 立体 几何 》《 平 面 几何 》 改 解析 几何 ?和 《数学 结构 思想 
及 解 题 方 法 )》13 Ж, 

从 书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必须 掌握 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 竞赛 大 
岗 要 求 的 一 些 基本 数学 思想 、 方 法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 阅 
读 。 丛 书 的 特点 是 : 


1 充分 吸收 了 世界 各 地 的 优秀 数学 竞赛 试题 ,通过 对 典型 例题 的 解剖 , 传 
授 数 学 思想 方法 ,侧重 培养 学 生 的 还 辑 思维 能 力 ,不 唯 解 题 而 解 题 ; 

2. 本 着 少 而 精 的 原则 选择 材料 ,不 搞 题 海 焉 术 , 不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 
带 面 ,举一反三 ; 

3. 以 数学 修养 和 能 力 培养 为 立意 ,通过 深刻 剖析 问题 的 数学 背景 , 控 气 数 
学 内 涵 , 培 养 学 生 的 数学 品格 和 解决 实际 问题 的 能 力 ; 

4. 在 注重 基础 知识 训练 同时 ,有 适当 程度 的 拔高 ,对 参加 冬令 营 甚至 是 更 
高 层次 的 竞赛 都 有 一 定 的 指导 作用 和 参考 价值 。 

丛书 由 浙江 大 学 数学 系 教授 ,博士 生 导 师 ,全国 数学 奥林匹克 况 赛 领队 李 
胜 宏 策划 ! 丛 书 由 网 平生 、\ 苏 建 一 \ 刘 康宁 、 边 红 平 主编 ;参加 编写 的 成 员 是 ;中 
PERR- HET AP RFE ERP SRU AER KE ER 
AFERAK МНЯ, RAR ЛХ. 
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第 1 讲 几 个 基本 原理 …… 
知识 点 金 
例题 精 析 
思考 交流 
同步 检测 


(8) 
(8) 


第 2 讲 排列 与 组 合 - 
知识 点 金 … 
例题 精 析 
思考 交流 
同步 检测 


第 3 讲 重 集 的 排列 与 组 合 
知识 点 金 
例题 精 析 
同步 检测 


第 4 讲 二 项 式 定理 
知识 点 金 
例题 精 析 
思考 交流 
同步 检测 


第 5 讲 ”组合 恒等式 
知识 点 金 … 
例题 精 析 - 
同步 检测 


第 6 讲 古典 概 型 P{A) 的 定义 … 
知识 点 金 
例题 精 析 - 
思考 交流 
同步 检测 


第 7 讲 几何 概 型 
MRAR 
例题 精 析 - 
思考 交流 “ 
同步 检测 


第 8 讲 概率 与 统计 
MRAR 
инт - 
思考 交流 
同步 检测 


参考 答案 … 


йын лажна 


за ЗЕЯ 


排列 与 组 合 问题 是 一 类 特 你 的 计数 问题 , 它 的 解决 需要 用 到 以 下 几 个 基本 工具 ; 

Т. 对 应 原理 ;对 于 两 个 有 限 集 A 和 B, 若 存在 一 个 由 A 到 B 的 一 一 映射 , 则 有 
mardA=mardB 或 14| 一 |B|. 

2. 分 类 计数 原理 :完成 一 件 事 .有 类 办 法 . 在 第 一 类 办 法 中 有 m 种 不 同 的 方法 ,在 
第 二 类 办 法 中 有 m ЖИ п RIK PH т. 种 不 同 的 方法 , 那么 ,完成 
这 件 事 共有 N=m t mi 十 … 1 т, 种 不 同 的 方法 . 

3. ЯР ОЯН. ER FEN. E PIR n ДЕ 步 有 m, 种 不 同 的 方法 ,做 
第 2 步 有 т, 种 不 同 的 方法 ,… ,做 第 步 有 m。 种 不 同 的 方法 . 那么 ,完成 这 件 事 共 有 N 
=m, X ma X X m, 种 不 同 的 方法 . 

4. ВАМ AL UA: U= UA. 
ПАСТА, ПА: NNA. 


-EANA I+ х, ПАПА 


авео 


#1 有 2m 个 人 参加 收发 电报 培训 ,每 两 人 结 为 一 对 互 发 互 收 . 有 多 少 种 不 同 的 结 
对 方式 ? 

分 析 将 这 2n 个 人 列 成 一 排 ,让 最 左 端 的 人 先 选 .人 ,之 后 让 剩余 的 2n 一 2 个 人 中 
的 最 左 端的 人 再 选 一 人 ,…, 依 次 下 去 . 故 分 n 步 进行 .运用 分 步 计数 原理 好 可 . 


‚Р 


Es 


М 将 这 2n 个 人 列 成 一 排 ,让 最 左 端 的 人 先 选 一 人 ,有 2n 一 1 种 选 法 ,之 后 让 剩余 
的 2n 一 2 个 人 中 的 最 左 端的 人 再 选 一 人 ,有 2n 一 3 种 选 法 ,… ,依次 下 去 ,由 分 步 计 数 原 
理 知 ,共有 (2n 一 1)(2n 一 3) 。…，3。1 种 不 同 的 方法 . 

评注 合理 设计 解决 问题 的 模式 很 重要 ,本 题 是 在 结对 方法 构成 的 集合 与 将 2n 个 
人 列 成 一 排 依次 结对 的 方法 构成 的 集合 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 . 

例 2 在 正方 体 的 8 个 顶点 .12 条 校 的 中 点 .6 个 面 的 中 心 及 正方 体 的 中 心 共 27 个 
点 中 , 共 线 的 三 点 组 有 多 少 个 ? 

分 析 这 些 点 中 取出 三 点 若是 共 线 点 , 则 必 合 中心 , 故 运用 分 类 计数 原理 计数 即 可 、 


М ”两 端点 均 为 顶点 的 基线 三 点 组 共有 8 了 一 28 个 


6x1 


两 端点 均 为 面 的 中 心 的 共 线 三 点 组 共有 一 5 一 一 3 个 ; 


两 端点 均 为 各 棱 中 点 的 共 线 三 18 个 , 且 没有 别 的 类 型 的 共 线 三 点 


组 , 故 共有 (28 十 3 十 18) 一 49 个 共 线 三 
评注 根据 同意 合理 分 类 很 重要 . 
例 3 如 图 所 示 , 在 一 个 正六 边 形 的 六 块 区 域 裁 种 观 灌 植物 ,要 求 同 一 块 区 域 中 种 同 

种 植物 , 相 邻 的 两 块 种 不 同 的 植物 . 现 有 4 种 不 同 的 植物 可 供 选 择 , 共 有 多 少 种 栽种 方 

案 ? 

分 析 由 于 相 邻 的 两 块 区 域 种 不 同 的 植物 , 故 可 按 三 块 区 域 A、C、E 种 植物 的 种 数 

分 类 计数 

M 考虑 A.C.E 种 同一 种 植物 ,有 4X3X3X3 一 108 种 方法 ; 考 

IË A.C.E 种 同 两 种 植物 ,有 3X 4X 3X 3X 2X 2=432 种 方法 ;考虑 A、 SNIN 

C.E 种 同 三 种 植物 ,有 Ai X 2X 2X 2= 192 种 方法 , 故 共有 108 十 432 十 NZ N 

192=732 种 方法 . AN 

#4 如 图 所 示 , 设 ABCDEF 为 正六 边 形 . 一 只 青蛙 开始 在 顶点 A 处 , 它 每 次 可 随 

意 地 跳 到 相 邻 两 顶点 之 一 , 若 在 5 次 之 内 跳 到 D 点 , 则 停止 跳动 , 若 在 5 次 之 内 不 能 到 达 

也 点 , 则 跳 完 5 次 也 停止 跳动 . 那么 ,这 只 青蛙 从 开始 到 停止 ,可 能 出 现 的 不 同 跳 法 有 多 

少 种 ? 

分 析 考虑 青蛙 由 点 A 到 点 D 需要 跳动 的 次 数 ,青蛙 不 能 经 过 跳 1 次 .2 次 ,或 4 次 

到 达 点 DK KEE 3 次 或 5 次 能 到 达 点 D, 之 后 分 类 计算 便 可 求 得 . 

解 ” 如 图 所 示 , 显 然 青蛙 不 能 经 过 跳 1 次 .2 次 ,或 4 次 到 达 品 点 , 故 青蛙 的 跳 法 只 有 

下 列 两 类 情形 : 

1) 青蛙 跳 3 次 到 达 辣 点 ,有 2 种 跳 法 ; 


Re 


(2) 青蛙 一 共 跷 5 次 后 停止 ,这 时 ,前 3 次 的 跳 法 有 2 一 2 种 ,后 Е Е 
两 次 的 跳 法 有 2 种 , 故 青 蛙 一 共 跷 5 KAMER (27—20 X 2 
种 . 4 D 

由 (1)(2) 可 知青 蛙 共 有 24 十 2 一 26 种 不 同 的 跳 法 . 

例 5 方程 r +++, +; =18 共有 多 少 组 正 整 数 解 ? * 

分 析 考虑 18 个 排 成 一 排 的 相同 小 球 ,在 它们 之 间 的 17 个 空位 插 人 4 个 隔 板 ,每 一 
种 插 法 对 应 着 方程 的 一 组 解 , 反 过 来 .方程 的 每 一 组 解 也 对 应 着 一 种 插 法 , 故 只 要 求 出 共 
有 多 少 种 插 法 即 可 . 

№ 将 18 个 相同 的 小 球 排 成 一 排 ,在 它们 之 间 的 17 个 空位 插入 4 个 隔 板 , 对 每 一 种 
插 法 对 应 着 方程 r На Ро, Hr + т, =18 的 一 组 正 整数 解 , 反 过 来 ,方程 r Tr 十 zy 十 
Tt ту = 18 的 每 一 组 正 整数 解 也 对 应 着 一 种 播 法 , 故 方程 ri, ++ Tr tar, 
有 CLIA EEM. 

评注 本 题 又 是 运用 对 应 原理 解决 问题 . 

例 6 整数 1,2,…,n 的 排列 满足 :每 个 数 或 者 大 于 它 之 前 的 所 有 数 , 或 者 小 于 它 之 
前 的 所 有 数 , 试 问 有 多 少 这 样 的 排列 ? 

分 析 记 所 有 的 排列 的 个 数 为 a. 考虑 数 列 (a.) 的 递 推 公式 ,再 由 递 推 公式 求 出 其 
通 项 公式 ,从 而 使 问题 得 以 解决 . 

解 ” 记 所 有 的 排列 的 个 数 为 a,. 

显然 a 二 1. 

对 于 NSD HERKE n WE n EEN i 位 , 则 它 之 后 的 (n 一 门 个 数 排序 完全 确 
定 , 即 只 能 是 一 i.n 一 :一 1.… ,1; 而 它 之 前 的 (i 一 上 个 数 有 ai-, 种 排 法 . 考虑 到 的 所 有 不 
同 的 位 置 ,由 分 类 计数 原理 知 :a, = | + a, На + аа. FE а, +a Жа + 
an-z Hi a =2а, 1, 所 以 ,a À 

评注 以 上 方法 是 鲜 究 排列 组 合 问题 的 一 种 重要 方法 一 一 递 推 方法 . 在 此 过 程 中 ， 
我 们 考虑 了 最 大 数 . 这 里 义 浴 透 着 数学 中 的 一 种 重要 方法 一 一 极端 性 原理 . 

例 7 有 集合 全 ,B,C( 不 必 两 两 相 异 ) 的 并 集 AUBUC= (1,2,…,n) , 求 满足 条 件 的 
三 元 有 序 集合 组 (A,B,C) 的 个 数 . 

分 析 利用 文 氏 图 ,考虑 如 下 7 个 区 域 ,运用 分 步 计 数 原理 即 可 . 

м 任 取 一 数 iE 11,2,…。n)。 

则 对 集合 A 而 言 ,iE A 或 iEA 有 2 种 可 能 

对 集合 日 而 言 ,i€B 或 iE B 有 2 种 可 能 : 

对 集合 C 而 言 ,iEC 或 EC 有 2 种 可 能 . 

但 AUBUC={1.2,….n) HEBR IEA, ГЕВ, TEC MIRE, 


و 


所 以 有 2 一 1 种 可 能 . 
由 分 步 计数 原理 知 (A,B,C) 的 数组 共有 (2 一 1) N 
жй 确定 集合 有 序 组 可 分 为 ”个 步骤 ,第 步 确定 数字 © 
1 有 多 少 种 可 能 ,第 二 步 确定 数字 2 有 多 少 种 可 能 ,… ,第 = 步 Ар 
确定 数字 ”有 多 少 种 可 能 ,这 种 解决 问题 的 途径 设计 很 关键 . [2 


5 ,如 果 满 足 рии» 户 的 一 个 不 动 
的 无 不 动 点 的 排列 的 个 数 ,g。 为 恰好 有 一 个 不 动 * 


Фу. 35. 
的 排列 的 个 数 ,求证 :| /,—я,!—1. 


分 析 考虑 容 斥 原理 . 
解 ” 利 用 容 斥 原理 ,可 以 得 到 ”元 的 错 排 公式 
кот [2 срт 


я /.= 


=), 
"Тем 


例 9 Шр-(1,2,---.10} f(D D P| D @——##{. Ф fav (r= Л] т 6 


МС) ИЖ D WEDER r ar are РЯ: Sa faa (= 
220. 

分 析 N ус 是 口 到 D 的 一 一 映射 ,因此 先 求 出 使 f, СО =i В 
序 不 等 式 即 可 。 

M EH f(D DBD 的 一 一 映射 ,所 以 ,对 i=1,2,… 
fu (DISD RERA, EE r Sr, <10), {# Л, 

BR 2520= 2 3° ° 5 .7 为 1,2,…'10 WRAAE, A Е r, | 2520, 于 是 
Sen DiRi ED R RRR A Š z, + i= 220. ARRERA Q * >1 10 
+2х9++++10Х1=220. 

当 且 仅 当 为 r ,za ть 1.2.- 
10,9,8.++,2,1 

例 10 в ИЛЖ S SeS, 共 SE Ян 种 不 同 的 颜色 对 这 HIE 
色 (m>>3,n>>3) ,每 一 个 肩 形 着 一 种 戎 色 . 相 邻 的 角 形 着 不 同 的 颜色 .那么 ,共有 多 少 种 不 
同 的 着 色 方法 ? 


Ro 


ARLE A OD AD 
i 


10 的 反 序 排列 时 ,上 式 取 等 号 . 故 所 求 排 列 为 


分 析 ”考虑 用 递 推 方法 解决 问题 . 

М 设 a, 为 满足 要 求 的 对 ”个 扇形 的 着 色 方法 数 ,对 扇形 S, 有 т 种 不 同 的 着 色 方 
法 ,S; 有 mm 一 1 种 不 同 的 着 色 方法 ,S, 有 m 一 1 种 不 同 的 着 色 方法 ,…,S, 也 有 m—1 种 不 同 
的 着 色 方法 . 于 是 ,共有 топ 1)" 种 不 同 的 着 色 方法 . 但 这 些 方法 中 可 能 出 现 S. 与 S, 着 
色相 同 的 情形 . 此 时 ,把 S. 与 S. 看 作 一 个 岛 形 着 色 , 其 着 色 方法 相当 于 用 m 种 颜色 对 n 一 1 
个 扇形 着 色 , 不 同 的 着 色 方法 有 а... а, = m(m 一 1) 

Ша,—(т—1)'=—[а„,—(т—1)7'], а,=т(т—1)(т—2). 
тот 1) 0—2) — (т 102) D" *=(m— р-р". 


а. 23), 


(m= 1)" + (т DE D 223) 即 为 所 求 . 
воан 
1. 从 1 到 100 的 正 整数 中 每 次 取出 不 同 的 2 个 数 ,使 它们 的 和 大 于 100, 则 不 同 的 取 
法 有 多 少 种 ? 
解 ” 此 题 数字 较 多 ,情况 也 不 一 样 ,需要 分 析 措 索 其 规律 . 1 十 100 一 101>100.1 为 第 


加 数 有 1 种 . 同 理 ,2 为 被 加 数 有 2 种 ,3 为 被 加 数 有 3 种 ,…,49 为 被 加 数 有 49 种 ,50 为 
被 加 数 有 50 种 ;但 51 为 被 加 数 只 有 49 种 . 同 理 ,52 为 被 加 数 有 48 种 ,… ,99 为 被 加 数 只 
有 1 种, 故 , 不 同 的 取 法 共有 :1 二 2 十 3 十 … 十 50 十 (49 十 48 十 … 十 1) =260008). 

2. 圆 排列 

定义 ”从 集合 A= (аса а n 个 不 同 元 素 中 取出 个 元 案 按 照 某 种 顺序 (如 
逆 时 针 ) 排 成 一 个 加 图 , 称 这 样 的 排列 为 加 排列 (或 称 循环 排列 ). 

需要 注意 的 是 : 若 一 个 加 排列 经 旋转 后 可 得 另 一 个 圆 排列 , 则 这 两 个 加 排列 是 相同 的 . 

定理 集合 A 中 的 nm 个 元 素 的 r 圆 排列 的 个 数 为 

P(m.r)/r=n!/(r(n—r)!). 

证 明 ”由 于 把 一 个 圆 排列 施 转 所 得 到 的 另 一 个 圆 排列 视 为 相同 的 圆 排 列 , 因 此 排列 
ааз "а, чазаз тагал da aaiai…a -在 国 排列 中 是 同一 个 , 即 一 个 圆 排列 
可 以 产生 ~ 个 线 排列 ,而 总 共有 P(n,r) 个 线 排列 . 故 阅 排列 的 个 数 为 

PO(n.r)/r=nt/(r(n—m b. 

OA 8 人 围 圆桌 就 餐 , 问 有 多 少 种 就 座 方式 ? 如果 有 两 人 不 愿 坐 在 一 起 ,又 有 多 少 
种 就 座 方式 ? 

№ ”由 定理 知 ,8 AMARRE IA 8!1/8 一 7! 种 就 座 方式 - 

又 由 于 两 人 不 愿 坐 在 一 起 , 设 这 两 个 人 为 甲 和 乙 , 当 甲 和 乙 坐 在 一 起 时 ,相当 于 7 个 


— Ë 


ا 


人 围 圆桌 而 坐 , 其 就 座 方式 为 71/7 二 61, 而 甲 和 乙 坐 在 一 起 时 ,又 有 两 种 情况 .或 者 甲 坐 
在 乙 的 右面 ,或 者 甲 坐 在 乙 的 左 而 . 这 样 一 来 , 甲 和 乙 坐 在 一 起 时 共有 2X6! 种 就 座 方 
A. 因此 , 甲 和 乙 不 坐 在 一 起 时 的 就 座 方式 的 总 数 为 

71 一 2X6! =5х6! =3600. 

《2)4 男 4 女 围 贺 泉 交替 就 座 有 多 少 种 方式 ? 

м 显然 ,这 是 … 个 圆 排列 问题 . 先 让 4 个 男 的 ATE HERMIA 4! /4 种 
就 座 方式 . 然后 加 入 一 个 女 的 进去 就 座 就 有 4 种 方式 ,加 入 第 二 个 女 的 又 有 3 种 方式 ,加 
人 第 二 个 女 的 又 有 2 种 方式 ,加 入 第 四 个 女 的 只 有 1 种 方式 . 由 乘法 规则 知 ,4 男 4 女 转 
圆 捍 交 蔡 就 座 的 方式 数 为 

атл 4 3，2 1 一 144. 


DEA 


一 、 选 择 题 
1. 数 1447.1005,1231, 有 某 些 共同 点 , 即 每 个 都 是 首位 为 ! 的 四 位 数 , 且 每 个 四 位 
数 中 恰 有 两 个 数字 相同 ,这 样 的 四 位 数 共有 ( ) 


A.455 个 B.432 个 6.41 4 0.423 № 

2. 电话 号 码 有 10 个 数码 可 供 选择 ,从 理论 上 讲 , 采 用 7 位 号 码 比 采用 6 位 号 码 可 多 
装 的 电话 门 数 为 ( ) 

A. Pi Pio B. Cî, С, С. 1" –6" С. 10—10" 


3. 直线 上 分 布 着 2007 个 点 ,以 这 些 点 为 端点 的 一 切 的 线段 的 中 点 ,至 少 可 以 得 出 多 
少 个 豆 不 重合 的 中 点 ? С › 

А. 2005 个 В. 2007 个 C. 4009 个 D. 4011 个 

二 ,填空 是 

4. 把 AABC 内 任意 不 共 线 的 2004 个 点 加 上 人 ABC 的 3 个 顶点 共 2007 个 点 为 顶 
点 , 连 线 组 成 互 不 相 司 的 小 三 角形 , 则 一 共 可 以 组 成 小 三 角形 的 个 数 为 . 

5. (1999 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 试题 ) 已 知 直 线 ar 十 by 十 c 一 0 P i abe ERB 
集合 1 一 3, 一 2. 一 1,0,1.2,3} 中 的 3 个 不 司 的 元 来 ,并 且 该 直线 的 倾角 为 锐角 ,那么 这 样 


的 直线 共有 *. 

三 、 解 答题 

6. (1993 年 美国 数学 六 请 赛 试题 ) 在 4000 至 7000 之 同 有 多 少 个 四 个 数字 均 不 相同 
的 偶数 ? 


Ж. _ 


кыш 


7. (1996 + £ B] t # $ iñ ЖК Ж) —^ 150X324X375 的 长 方 体 由 1X1X1 的 单位 
立方 体 胶合 在 一 起 而 成 这 个 长 方 体 的 一 条 内 对 角 线 能 穿 这 多 少 个 单位 立方 体 的 内 部 ? 

8. (第 6 届 IMO REDFE L4 ê 5 个 点 皮 两 两 之 间 的 连 线 互 不 平行 ,又 不 委 
直 , 也 不 重合 ,从 任何 一 点 开始 ,向 其 余 枉 点 两 两 之 间 的 连 线 作 季 线 ,如 果 不 计 已 如 的 5 
个 点 ,所 有 这 些 垂 线 同 的 交点 数 最 多 是 多 少 个 ? 

9. 把 1,2.3,…,2007 这 2007 个 正 整数 随意 放生 在 一 个 圈 周 上 ,统计 所 有 和 相 领 3 个 
数 的 奇偶 性 得 知 ,3 个 数 全 是 奇数 的 有 600 组 , 治 好 有 2 个 奇数 的 有 500 Я. 问 :恰好 有 1 
个 奇数 的 有 凡 组 ? 全 部 不 是 音 数 的 有 几 组 ? 

10.“ 渐 升 数 " 是 指 每 个 数字 比 其 左边 的 数字 大 的 正 整数 ,如 34689. 已 知 有 C) = 126 
个 五 位 * 渐 升 数 ", 若 把 这 些 数 按 从 小 到 大 的 显 序 排列 , 则 第 100 个 数 是 多 少 ? 

П. 把 一 个 给 定 的 有 理 数 写成 婚约 分 数 , 并 计算 所 得 分 子 与 分 母 的 乘积 ,在 0 与 1 之 
间 有 多 少 个 有 理 数 , 按 此 法 所 得 乘积 是 2017 

12. 着 (1)avbvcvd 都 属于 11,2,3,4)8(2)a 头 6.0 天 cc 天 dd 天 al(3)a Жаса 中 
的 最 小 值 . 那么 ,可 以 组 成 不 同 的 四 位 数 96cd 的 个 数 是 多 少 ? 

13. 如 图 ,点 Pi s Pase ,Pi 分 别 是 四 面体 的 顶点 或 村 的 
中 点 ,那么 ,在 同一 平面 上 的 四 点 组 有 多 少 个 ? 

14. 在 如 图 所 示 的 六 块 土地 上 种 上 甲 或 了 .两 种 苗 芭 (只 
种 其 中 一 种 ,也 可 两 种 都 种 ,但 毒 一 块 土地 只 种 一 种 蔬 某 ), 要 
求 相 邻 两 块 土地 不 都 种 甲 种 获 菜 , 问 有 多 少 种 种 莫 菜 的 方法 ? 

15. 已 知 两 个 由 实数 构成 的 集合 A= за) B= Pu 
Ы $A AM BBM HE BTS ARE N 
象 , 且 Ка) а) ан), M kits Н Ж $ p 4-7 

16. 将 (a 十 b 十 c+d)” 展 开 合 并 同类 项 后 ,共有 多 少 项 ? 第 13 题 图 

17, №1,2,3.-- 14 中 取出 3 个 教 alvas va А Я ага, = 3, < 
一 3, 同 有 多 少 种 不 同 的 选 法 ? 

18. 一 段 楼梯 共有 12 级 台阶 . 某 人 上 实时 ,有 时 一 步 适 一 级 台阶 ， 
有 时 一 步 运 两 级 台阶 . 问 此 人 共有 多 少 种 上 楼 的 方法 


19. FE 25 + ло лоз 的 非 负 整 数 解 共有 多 少 个 ? кан 
20. Kn LEER. f (W Ж #2(1.2,--,2я)@ — $ B PL Cri, z; 2 
是 指 在 11,2,……,2n 一 1} 当 中 至 少 有 一 个 站 使 得 | хх. | п. 求证 :对 于 任何 具有 


ERP W MPI T K W OR P 的 排列 多 - 


Ф 


вая “排列 与 组 合 


за 知识 点 多 
1. 排列 数 公式 ;A? =n(n 一 DCn 一 2)…Cn 一 mt пр 


证 明 : 设 从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 素 的 所 有 排列 构成 的 集合 为 A, 从 个 不 同 
元 崇 中 取出 m 个 元 索 填 人 事先 排 好 顺序 的 mm 个 空位 的 方法 构成 的 集合 为 上 .显然 存在 
个 由 A 到 B 的 一 一 映射 . 现在 我 们 来 计算 有 多 少 种 不 同 的 填 法 ,填空 可 分 为 上 个 步骤 ,第 
1 步 , 填 第 1 位 可 以 从 个 元 素 中 任 选 一 个 填 上 .共有 种 填 法 :第 2 步 , 填 第 2 位 可 以 从 
余下 的 一 1 个 元 素 中 任 选 一 个 填 上 ,共有 "一 1 种 填 法 ;第 3 步 , 填 第 3 位 可 以 从 余下 的 
n=? 个 元 素 中 任 选 一 个 填 上 .共有 "一 2 种 填 法 ;…: 第 m 步 , 当 前面 的 m 一 1 个 空位 都 填 
上 后 ,第 m 位 只 能 从 余下 的 wn 一 m+1 个 元 素 中 任 选 一 个 填 上 ,共有 一 m 十 1 种 填 法 , 由 


分 步 计数 原理 ,得 到 公式 :A? == DO 2m +1) = ү 


ми: 


2. 组 合 数 公式 :CY 


EA YEN n 个 不 同 元 素 中 取出 普 个 元 案 的 所 有 排列 数 . 求 它 的 值 可 以 分 为 以 下 
两 个 步骤 :第 1 步 , 先 求 出 从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 案 的 所 有 组 合 数 ; 第 2 步 . 求 每 


一 个 组 合 中 m 个 元 素 的 全 排列 数 . 根据 分 步 计数 原理 .得 AT 


注 :此 法 是 运用 方程 的 思想 间接 求解 . 其 基本 要 领 是 : 先 把 待 研究 的 问题 置 于 另 一 个 
已 研究 过 的 问题 之 中 ,建立 待 求 未 知 量 的 方程 ,再 解 方 释 即 可 . 


СТАТ. СТ 


3. 重要 等 式 


@CT+GTG T +С +С 
@+С +С He +C, 
@ас:=яС!, 

ФА! +2А!+3А1+-—--+пА:=(я+1)! —1. 
ЧЕМ. ЖИ +2X2! +3X31 +- 
2—1)1! +(3—D2! +(4—1)3! + +[е+р-1)! 
1 +3! 十 HHMH! —1f 一 24 一 31 一 一 二 
n+D! 一 1 


4. 折线 法 : 

定义 :在 直角 坐标 系 中 , 设 Л. Са, be) A (а, ba) (a, а ВА А, (av 加) 
到 A, Са, sb, ) @ W ER h 8 ЛУ} ЖЛЕ J HE fr) ut fh ЖТТ НЕЕ ИП. Н 18 fej W y AY 
直线 与 这 条 连 线 只 有 一 个 交点 ,我们 把 这 条 连 线 叫 做 连接 A, Cash) A, Ca, b MI R 
点 An Can ,by) 称 为 这 条 折线 的 起 点 ,点 A.(a,,b.) 称 为 终点 ,点 A, (a sb.) «A, Са, sbe) Z 
能 用 折线 连接 的 充 要 条 件 是 :| а, =n, |b, —в, | +a, — вв ==0(то4?). 

证 明 : 设 这 些 最 小 格 点 正方 形 对 角 线 的 端点 依次 为 A,(a.b,) (i 一 0。 Mik. 


lba — b |= В DF Cb, БА C Б.) E lbs hni |+ lni = в, 
=n=a, саа ЭЯ ЯЯ 2 个 ,(\ ) 型 的 对 角 线 有 y 个 , 则 z 十 y 
=b, 1.16.6, | +a, —a,= 2: Ж 2y=0(mod2). 

2) 充 分 性 :不 妨 设 ,如 图 所 示 : 

考查 格 点 B, 其 坐标 为 (a 一 b. 十 hh ,bh ), 因 为 15, 一 b, 1 三 
— (b, = bs ) (mod2) Ж a, — b. + b, — а, = 0 (mod2) , ТШ 


A, Cash B аа, В... 


+ь—а) ЕН Ш B 到 A.(a..,b.) 可 用 一 条 边 
长 为 一 bb 的 正方 形 的 对 角 线 连接 . 证 毕 . 

定理 1 :连接 格 点 A, lah) .A.(a.,b.) 的 折线 数目 是 СР. 

证 明 : 设 由 A, (a, „ВУЗА, Са, DOR я RREPA r С/ ), 有 > 个 (\ DN rty 


=о,-а,л-у=в,—В..х=-р(а,+5,—5,—а,) точь. ,而 每 一 条 由 Аса. 


bR A,(u,.b) 的 折线 都 对 应 着 一 个 个 (7 ORO 个 (\ ) 的 一 个 排列 ;反之 ,一 个 + 个 
(7 ) 和 >y 个 (\ ) 的 一 个 排列 ,都 对 应 着 一 个 由 A, Са, ,如 ) 到 A.(a.,b,) 的 折线 . 故 共有 折线 


条 


定理 2: 设 名 >0， ЗА А, (an ,如 ) 出 发 .并 与 工 轴 相 交 , 最 后 到 达 А, Са, b) Y 
所 有 折线 的 条 数 等 于 从 点 A’, (as ,一 名) 出 发 到 达 点 A.(a., 刀 ) 的 所 有 折线 的 条 数 (反射 
у). 

ЖЕЙ: ШИ. М А, (a, ,bs) 出 发 ,并 与 7 轴 相 交 , 最 后 到 
达 点 A,(a,,b,) 的 所 有 折线 条 数 ,等 于 从 点 A's (as, 一刀) 出 
发 ,最 后 到 达 点 A,(a,,b.) 的 所 有 折线 的 条 数 . 

EE 3: в :>0,5,>0,Щ. 

СОЖ А (ao h) А. (а. БОНЫ z 轴 相 交 的 折线 
条 数 为 CT 

СУЕ A, (a sb) BÛ £ A,(a,,b.) 且 与 x 轴 不 相交 的 折线 条 数 为 CH"*%%' 一 
см, 


证 明 :由 定理 ! 和 定理 2 可 知 :定理 3 成 立 . 


“Q HEBE 


例 1 (1999 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 试题 ) 在 一 次 乒乓 球 单打 比赛 中 , 原 计划 每 两 
名 选手 恰 比 赛 一 场 ,但 有 3 名 选手 各 比赛 了 2 场 之 后 就 进出 了 . 这 样 全 部 比赛 只 进行 了 
50 场 , 那么 ,在 上 述 3 名 选手 之 间 的 比赛 场 数 是 ( ) 

A.0 B1 DE р.з 

分 析 设 3 名 选手 之 间 的 比赛 场 数 为 Е x 的 方程 便 可 求 出 、 

М 设 3 名 选手 之 间 的 比赛 场 数 为 z, 共 有 名 选手 参赛 . 由 题 意 ,可 得 50 


аа О) + оз М с=1{,л=13 ЖЮ 


W. iat B. 

#2 从 7 名 男 乒乓 球 队员 和 5 名 女 乒 乓 球 队员 中 选 出 4 名 进行 男女 混合 双打 ,不 
同 的 分 组 方法 有 ( ) 种 . 

A. 20C B.4CEC CPP: рас 

分 析 这 是 一 个 典型 的 排列 组 合 混合 问题 ,用 分 步 计数 原理 便 可 求 出 . 

М 先 从 7 名 男 乒 乓 球 队员 中 选 出 2 人 ,有 СЇ 种 选 法 ,再 从 5 名 女 乒 乓 球 队员 中 选 
出 2 名 ,有 C 种 选 法 ,最 后 将 选 出 的 4 名 队员 分 组 有 2 种 分 法 ,由 分 步 计数 原理 得 共有 
2С 种 分 组 方法 . МОЁ А. 

例 3 (捆绑 问题 )8 名 男生 和 5 名 女生 排 成 一 排 ,要 求 女生 必须 相 邻 ,有 多 少 种 排 法 ? 


Ф. 


‚+ 


分 析 将 5 名 女生 看 作 -- 个 人 先 与 另外 8 名 男生 排 成 一 排 ,之 后 再 将 5 名 女生 排 成 
一 排 ,运用 分 步 计 数 原 理 即 可 - 

М ”要 求 女生 相 邻 , 先 将 她 们 * 捆 "在 一 起 ,加 上 8 名 男生 共计 9 人 排列 ,共有 9! 种 
排 法 ,再 将 5 名 女生 排列 ,有 S! 种 排 法 . 故 共 有 91 х5! 种 排 法 . 

评注 拥 绑 问题 也 叫 相 分 问题 ,是 排 列 中 比较 重要 的 问题 ,要 引起 重视 . 

例 4 〈* 揪 空 "问题 ?圆桌 的 9 个 位 置 上 放 着 9 样 不 同 的 点 心 和 饮料 ,6 位 先生 与 3 位 
女士 共 进 早餐 ,3 位 女士 两 两 不 相 邻 的 坐 法 有 多 少 种 ? 

AM 由 于 9 个 位 置 上 的 点 心 和 饮料 不 同 ,可 先 考 虚线 性 排列 ,再 把 女士 相 邻 的 情 
况 去 除 即 可 . 

№ ”从 圆 朱 的 某 个 位 置 开 始 , 将 9 个 位 置 依 次 编 为 第 1 号 ,第 2 号 ,…. 第 9 号 ,之 后 
让 6 位 先生 从 左 到 右 排 成 一 排 .有 А! 种 排 法 .然后 让 3 位 女士 分 别 站 在 排头 或 排 尾 或 两 
位 男士 之 间 , 有 AF 种 排 法 .9 个 人 排 成 一 列 有 AA; 种 排 法 ;但 如 果 排 头 排 尾 都 是 女士 ， 
当 9 个 人 围 旧 进餐 时 则 这 两 个 女士 相 邻 ,这 类 情况 有 ACA 种 ,所 以 ,女士 不 相 邻 的 坐 
法 有 AA! 一 AICIA; 种 

评注 “ 插 空 "问题 也 叫 "间隔 "问题 .解决 这 类 问题 叮 以 从 不 间隔 的 元 素 人 于, 先 将 
其 排 好 ,然后 将 不 相 邻 的 元 素 一 个 一 个 插入 已 经 排 好 的 元 素 两 两 之 间 的 空位 中 便 可 将 全 
部 元 索 按 要 求 排 好 , 

@ s 8 个 女孩 和 25 个 男孩 围 成 一 周 ,任意 两 个 女孩 之 间 至 少 站 两 个 男孩 ,有 多 少 
种 不 同 的 站 法 ? 

ЯМ 上 先 让 某 女 孩 A 国定 不 动 . 再 从 25 个 男孩 中 选 16 个 与 8 个 女孩 组 成 “Abb" 和 7 
组 "abb", 最 后 把 剩 下 的 9 个 男孩 与 除 "Abp" 外 的 7 组 "abb" 视 为 16 组 作 任意 排列 . 

№ ”经 旋转 可 重合 的 排 法 应 认为 是 同 … 种 排 法 , 故 可 考虑 让 某 女 孩 A 圈定 不 动 ,将 
圆圈 按 顺 时 针 的 方向 拉 成 一 直 排 .以 ob 分 别 表示 女孩 和 男孩 , 先 从 25 个 男孩 中 选 16 个 
与 8 个 女孩 组 成 "Abb" 和 ? "ањ" СУ + Р ЖЛЕ. PHEA F f 9 个 男孩 与 除 "Abb” 
外 的 7 组 "abb" 视 为 16 组 作 任意 排列 .有 РЕНО. 因此 ,不 同 的 排 法 有 CH Eo P 
25! +16! 
NE T 


例 6 CHEM n DAPEN m PAREA m PERHERE IA LE y h t: 
法 ? 

分 析 考虑 普 个 人 的 一 个 艾 排 列 , 坐 在 国 桌 上 的 m 个 人 他 们 之 间 产 生 m 个 空位 ,在 
任意 一 个 空位 处 将 其 断 开 ,就 对 应 一 个 线性 排列 . 设 所 求 排列 数 为 z, 则 гт АТ. с 
А: 


8 ” 设 所 求 排列 数 为 ОЕ — 4 m 个 元 素 的 图 排 列 对 应 着 一 个 m 个 元 素 的 线 


n 


性 排列 , 故 т= 


т 
评注 HUH EK RF ЕНЕР ЕИ Е РЕНЕ НЕ RZ 
中 ,利用 方程 的 思想 加 以 解决 ,这 与 组 合 数 公式 的 推导 极为 相近 . 下 面 再 看 一 例 . 
例 7 (项 链 排列 ) 从 个 不 同 的 珠子 中 取出 m 个 来 种 成 一 冲 项 链 , 共 可 得 到 多 少 种 
不 同 的 项 链 ? 
分 析 利用 圆 排列 与 项 链 排列 的 关系 解决 即 可 . 
解 ” 设 可 得 到 的 项 链 种 数 为 +, 则 2z 为 从 n 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 素 的 圆 排列 


BTM i= p = Ê sis EF pss. 


ЕЛ 
例 8 《不 尽 相 异 元 素 的 全 排列 ) 如 果 有 个 元 素 ,有 m 个 元 案 相 同 又 有 ni 个 元 素 
相同 ,…, 又 有 PERME C + n + Fn SD EK n 个 元 素 金 部 取出 来 排 成 一 排 ， 
共有 多 少 种 排 法 ? 
分 析 设 所 有 的 排列 数 为 .考虑 个 元 至 的 线性 排列 ,建立 关于 x ЛИН. 


解 ” 设 所 求 的 排列 数 为 +. 则 íA; =T 


例 9 H.P A lB. m жим. Си ЖА. Н.Е m+ n 张 选票 逐 
- 唱 票 的 过 程 中 , 甲 得 票数 始终 领先 于 乙 得 票数 的 记录 有 多 少 种 可 能 ? 

分 析 ”构造 格 点 ,运用 对 应 原理 即 可 . 

М ntn 张 选 标的 点 票 记录 用 数列 a ча, .a 表示 , 当 第 上 次 唱 票 时 是 甲 得 到 
的 选票 , 则 取 a, 二 1, 是 乙 得 到 的 选票 . 则 取 a, = —1(#=1,2,++,т+ п). Ф b =a, а: + 
veta (k=1,2,--.m+n) НОЯ 入 ,入 ,br 因 甲 得 票数 一 直 领 先 , 故 对 任 一 ,bb 
DORMI b= 二 1,6。-, 一 mn, 在 直角 坐标 平面 上 , 自 左 至 右 依次 连接 下 列 格 点 : C1, 
Ы (2.6) = (kb). (mno...) — R & тън 个 点 的 折线 ,这 条 折线 与 
轴 不 相交 . а ИЯНЕ ЕТ q ik В. НАШИ RICR SEY AM A tB — 


一 对 应 , 所 以 mard4 一 mardB. 由 定理 2 # |А| = | B| =Cz;;-, 


{= 


m Fn 


评注 把 实际 问题 转换 成 数学 问题 ,建立 适当 的 数学 模型 成 为 解决 此 类 问题 的 关 


C. = 


键 . 
例 10 将 6 个 人 分 成 3 组 ,每 组 2 人 ,共有 多 少 种 分 法 ? 
分 析 直接 研究 分 组 问题 较为 困难 ,可 把 分 组 问题 党 于 另 一 个 问题 之 中 ,之 后 运用 
方程 的 思想 解决 它 . 
解 考虑 将 这 6 个 人 平均 分 成 3 组 ,再 让 这 3 组 分 别 去 完成 3 种 不 同 的 任务 , 设 平 均 
分 成 3 组 的 分 法 数 为 x, 则 选派 人 去 完成 3 种 不 同 的 任务 的 方法 数 为 Ai. 另 一 方面 ,可 


$. 


„алана 


将 派 人 去 完成 任务 分 三 步 进 行 :第 一 步 , 先 从 6 人 中 选派 2 人 去 完成 任务 一 ,有 Ci 种 选 
法 ;第 二 步 ,再 从 剩余 的 4 人 中 选派 2 人 去 完成 任务 二 ,有 C 种 选 法 :第 三 步 ,最 后 从 剩 
余 的 2 人 中 选 2 人 去 完成 任务 二 ,有 C: 种 选 法 .由 分 步 计数 原理 ,共有 C; C; C; 种 选派 


FEMA A} = ССС ,所 以 .x 一 人 全 人 一 15, 共 有 分 组 方法 15 种 . 


评注 将 待 研究 问题 置 于 一 个 已 解决 的 问题 之 中 ,运用 方程 的 思想 解决 问题 是 解决 
排列 组 合 问 题 的 一 种 常用 手段 , 望 读者 注意 体会 


W авав 


ЛАЛ Я, т 张 选票 , 乙 得 ЖА mn) fa) ЧЕХ mF n KAGE 
一 唱 票 的 过 程 中 , 甲 得 票数 始终 不 少 于 乙 得 票数 的 记录 有 多 少 种 可 能 ? 

解 m+n 张 选票 的 点 票 记录 用 数列 a 表示 , 当 第 上 次 唱 票 时 是 甲 得 到 
的 选票 , 则 取 a 一 1, 是 乙 得 到 的 选票 , 则 取 a, "m+ т), $ b. =a, Ча; + 


10 


на, С 1,2,5, т+ п) ОЯ b: Н КРТ, HK 
SHE kb =0, FF BIB p. =1. 在 直角 坐标 平面 上 , 自 左 至 右 依次 连接 下 列 
格 点 : bi) (2, ba. "пп... тп 个 点 的 折线 ,这 条 折 


线 与 y= 一 1 不 相交 ,每 一 个 满足 题 意 的 得 票 记 录 都 对 应 着 从 点 1, FIR Cm Hn bnn) 
的 一 条 与 1 不 相交 的 折线 . 反之 ,从 点 (1,2) 到 点 (mm 十 mvbwrw) 的 一 条 与 y 一 一 1 不 
相交 的 折线 ,又 对 应 着 一 个 满足 题 意 的 得 票 记录 . 因此 ,只 需求 出 从 点 (1 В DBR (mF ns 
bnan dW y= 一 1 不 相交 的 折线 的 条 数 ,由 定理 1 知 共有 C27， 条 从 点 (1,b.) 到 点 (m+t 
mbo+) 的 折线 ,从 点 (1,6,) 到 ) 的 一 条 与 у= 一 1 相交 的 折线 ,又 对 应 着 一 
条 从 点 (1, 一 2 一 ) 到 点 (m 十 ) 的 折线 ,反之 ,一 条 从 点 (1, 一 2 一 ) 到 点 (mm 十。 
5b。-…) 的 折线 都 对 应 着 从 点 m+nb...) 00 —#5 у= 一 1 相交 的 折线 . 因此， 
从 点 (1 和 ) 到 点 (mm 十 tbevv) 的 与 > 一 一 1 相交 的 折线 条 数 为 C2}, ,从 而 所 求 次 序数 为 


Cr 一 


一 选择 是 
1. 把 10 个 人 平均 分 成 两 组 ,再 从 每 诅 中 选 出 正副 组 长 各 1 人 , 则 不 同 的 选 法 个 数 为 


t 


А. СР: B ТСР ССР 
2. 把 4 个 相同 的 黑 球 和 3 个 相同 的 白 球 提成 一 排 ,其 排 法 总 数 为 ( 。 》 
А.4! ‘3! B.7! 
з жлолдаеяяйия.вяпна-тиш.ихл&я‹ о 
A CROS! +5! B 16545 
4. SBFk- ROA MR- КЕЎ, ЕЛИ ИНИМЕ ИВ. PEN 


‘5! CCC! D. Cica! эл! 


Ç. )#. 

А.?! ea! B2! ° C3! ear р.з! ‘3! 

5. $ lg.2g.4g.8g 和 168 ОЛЯ. Н Ж AFl ЕЕ о 

A.2 EF С. 5 0,5-1 

6. 有 伍 分 , 查 角 , 伍 角 的 人 民 币 各 2 枚 ,3 张 ,9 张 ,可 组 成 的 不 同 币值 ( 非 零 ) 有 
( )#. 

A.79 В. 80 С. 88 D. 89 

=. 填空 是 

7. 有 商 、 红 、 绿 三 种 颜色 的 卡片 ,各 色 都 有 5 张 分 别 书写 着 A,B,C,D,EE, 从 这 些 卡 
片 里 选取 5 张 ,要 红 、 纳 、 绿 三 色 都 具备 . 且 文 字 互 不 相同 ,有 _ 种 不 同 的 选取 方 
ж. 

8.“ £ kW Il НЫР t 5 ЯТ. ELENG ff + F] i FP Gh W — W. t 
可 以 组 成 名 种 不 同 的 销 头 ,最 多 能 配置 种 不 同 的 镇 头 , 

9. 7 个 不 可 分 辨 的 有 正 反面 的 图 片 任意 一 扔 ， 种 不 同 的 结果 ;如 
果 是 可 以 辨认 的 ,又 可 以 组 成 种 不 同 的 结果 . 

10. 从 5 类 记 叶 分 别 为 A.B.C.D.E 的 总 体 中 , 共 抽取 15 个 样本 ,有 种 不 
同 的 抽取 方法 ;如 果 抽 取 的 样本 中 每 类 记号 怡 有 3 个 .又 有 种 不 同 的 抽取 方法 、 

11.10 人 围 圆桌 而 坐 , 如 果 甲 、 乙 两 人 中 间 相 隔 4 А.Ж. HA. 


$. 


三 ,解答 题 

12. 桌子 上 有 6 个 空 钱包 ,将 12 枚 音 元 的 硬币 故 到 这 些 钱包 里 ,以 使 至 多 剩 下 一 个 
空 钱包 , 问 有 多 少 种 方法 ? 

nn OANA E HF СЕ Ар ЖЛ. Ж. 

(DFP НИ KK: 

D 甲 、 乙 之 间 恰 有 一 个 人 的 就 坐 方法 数 ; 

O 甲 . 乙 之 间 恰 有 两 个 人 的 就 坐 方法 数 、 

14. -EM p EH m(m 之 3) 个 旅客 都 有 惟一 的 公共 朋友 ( 当 甲 是 乙 的 阴 友 时 ，Z 
也 是 甲 的 朋友 ,任何 人 不 作为 他 自己 的 届 友 ). 问 在 这 个 车 竹中 ,朋友 最 多 的 人 有 多 少 个 
朋友 ? 

15. 设 集合 A 一 {1,2,3,…,366}, ЕЖА СЕВ =la, 从 满足 17 | a 
+b. M f B RR р. 

《1) 求 A 的 具有 性 质 户 的 所 有 二 

《2) 求 信 的 两 两 不 相交 共有 性 质 户 其 

16. 设 某 地 的 街道 把 城市 分 割 成 答 形 方 格 ,每 个 方 格 巴 做 块 , 甲 从 家 里 出 发 上 班 ,向 
ЖЕЖ m 块 ,向 北 要 走 nk. 问 甲 上 班 的 最 短路 径 有 多 少 种 ? 

17. BAHREN AMARIA A АА. 一 个 质点 从 А, 开始 运动 ,每 一 
次 都 走 到 与 所 在 位 置 柑 邻 的 顶点 ,并 规定 :一 旦 它 走 到 A SmE] 为 给 定 正 整 数 ) 
HATTAT. R EW k bm t PLA. GFAREN b. 

18. 已 知 一 个 元 集合 XXX 的 某 此 子 集 组 成 了 集合 S, 且 S 中 每 两 个 元 来 ( 子 
集 ) 之 问 至 多 有 一 个 公共 元 . 求证 :存在 集合 A, ACX, ACS, 使 得 | A | >[ VM. 

19. 口袋 中 有 自 球 5 个 , 红 球 3 个 , 黑 球 2 个 (相同 颜色 的 球 不 可 辨 ), 每 次 从 中 任 取 5 
个 , 问 有 多 少 种 不 同 的 取 法 ? 

20. (1995 年 日 本 数学 竞赛 试题 )4 对 夫妇 去 看 电影 .8 Á $ É — W. 若 每 位 女性 的 邻 
座 只 能 是 丈夫 或 另外 的 女性 ,共有 多 少 种 符 法 ? 


EAH 重 集 的 排列 与 组 合 


RAA 


ИНЕ 0940945 l @ МАНА n +° BFDC R AREA E EH r 个 互 不 相同 
的 元 素 进 行 排列 与 组 合 . 然而 现实 生活 中 ,并 不 一 定 是 对 不 同 的 元 素 进行 排列 与 组 合 ,为 
此 , 先 引信 重 集 的 概念 . 

定义 3.1 元 素 可 以 多 次 重复 出 现 的 集合 称 为 重 集 . C a 出 现 的 次 数 叫做 该 元 末 
MEM. 

一 般 地 , 重 集 $ 表示 为 
个 不 同类 型 的 元 素 必 (一 
为 中 ,表示 S 中 有 过 限 多 个 a 

重 集 S 的 一 个 - 排列 仍 是 S 中 的 个 元 素 的 一 个 有 序 摆 放 , 若 S 的 元 素 总 个 数 是 
(包括 计算 重复 元 素 ) ,那么 S 的 排列 也 可 称 为 S 的 全 排列 . 

重 集 S 的 + ARIES 中 的 个 无 素 的 一 个 无 序 选择 . 因此 .S 的 一 个 r 组 合 本 身 就 是 
重 集 S 的 一 个 子 重 集 . 如 果 S 有 个 元 素 .那么 S 只 有 一 个 组合, 凤 5 本 身 .如 果 S 含 
有 个 不 同类 型 的 元 素 . 服 么 就 存在 S 的 个 组合 

定理 3.1 重 集 : “uj 的 排列 的 个 数 为 

证 明 在 构造 S 的 一 个 ~ 排列 时 .由 于 S 的 所 有 元 素 的 重 数 都 是 无 穷 的 ,因而 第 一 
位 有 大 种 选择 ,第 二 位 有 上 种 选择 .…. 第 位 有 A 种 选择 . 由 乘法 原则 知 ,S 的 > 排列 的 
ЕТА 

定理 3.2 К 50а anna 
a M S 的 全 排列 数 为 


Ф. 


эчә 


m бат taseen, за ДИР a sartsa, 为 S 中 人 


OH a, WER. n 是正 整数 ,也 可 以 是 =>, 若 的 重 数 


i * ai H SMERNA n= m + n; + 


PCnim sma yn 一 

EM RA SPA n Та fE S 的 全 排列 中 要 占据 n, 个 位 置 , 这 些 位 置 的 选 法 有 ° 
Ch 种 ;再 从 剩 下 的 n 一 m 个 位 置 选择 n; 个 位 置 放置 所 有 的 a, ,有 С. 种 选 法 ;类 似 地 ， 
依次 选择 位 置 安 排 a;,a,,… ,a ,由 乘法 原则 知 ,S 的 全 排列 数 为 


PCnim ns sss) 


Сбт Си т sm) Сп =n туола) 
اد‎ „бы... mme 
От! бт ` ml ии, nD! m! O! 
= " 

mim! 


证 毕 . 

定理 3.3 ЖФ S= а.о 

ШМ 设 S 的 一 个 r 组 合 为 M={z， 
显然 ,S Mr 组 合 与 方程 ,十 ;十 … 十 x, = r 的 非 负 整 数 解 构成 一 一 对 应 关系 . 方程 r, 
的 一 个 非 负 整数 解 可 表示 成 长 为 一 1+r 的 二 进 制 序列 


оо ‘al НАВТ УСН. 


asn taren а) B rtr te +n = 


КИШ 


其 中 ,该 序列 中 有 “一 1 个 0. 而 该 序列 是 重 集 {(k 一 1)。0,r。1} 的 一 个 全 排列 , 故 S 的 r 
组 合 的 个 数 为 C; 证 毕 . 
定理 3.4 RIK S= [o2 aoo ° aq, r, co e a) ER азата, 至 少 出 现 一 


次 的 组合 数 为 C?-| 
证 明 在 S 的 r 组 合 中 ,a а „ 至少 要 出 现 一 次 ,所 以 >. ik S 的 满足 定理 
条 件 的 任 一 BN (zy * a sx ба, за 
зулола еН rl, 为 整数 (i 一 1,2,… 
Ф y = r, 101604) , M 
яя уг А.В у, 为 非 负 整数 . 
由 定理 3. 3 知 ,S 的 满足 定理 的 条 件 的 ~ 组 合 的 个 数 为 C1,,-, = CF. ЕВ. 


(ДУ umasa 


例 1 如 图 所 示 , 从 (0,0) 点 水 平和 垂直 道路 可 以 走 到 (m,n) 点 , 求 从 (0,0) 点 到 (m。， 


点 的 非 隆 路 径 的 条 数 , 其 中 т 5 n 均 为 正 整 数 . 
17 Ф 


解 ЦОЯ ЕН rok S: Jr P| £ P] {з E 
一 个 单位 距离 记 作 z, 沿 垂直 方向 从 下 向 上 走 一 个 单位 更 离 记 作 >， 
ЖЖЖИ т Лт Жи + у. 从 而 ,一 条 路 径 对 应 着 重 集 S—(m 


дн 中 的 一 个 全 排列 , 即 一 共有 Pont nim, n = EDL жк 


HERE. 

M2 UH 16 PFE, FF abcd 各 4 个 ,从 中 任 取 10 个 字 
母 ,但 每 种 字母 至 少 取 2 个 ,能 组 成 多 少 个 不 同 的 10 排列 ? 

м 满足 题 意 的 10 排列 可 分 成 如 下 两 类 : 

(1) 一 个 字母 取 4 次 ,其 余 各 取 2 次 . 某 一 字母 取 4 次 时 ,有 P(10;4,2,2,2) 种 ,共有 
2.2) 种 . 

(OMT FEUER 3 次 ,其 余 各 取 2 次 . 某 两 字母 各 取 3 次 时 ,有 PC10+3,3,2,2) 种 ， 
共有 CiXP(10;3,3,2,2) 种 . 

由 加 法 原则 知 , 满 足 题 意 的 10 排列 共有 : 

CIX P(10i4,2,2,2) 十 CIXP(10;3,3,2,2) 一 226800 个 . 

例 3 已 知 重 集 S= 100 а.с boo ес) ,从 S 中 到 出 10 个 元 案 ( 不 计 次 序 ) ,要求 
元 来 a 少 于 5 个 ,有 多 少 种 取 法 ? 

解 MEK S 中 任 取 10 个 元 素 组 成 子 重 集 ,共有 Ct3+10 一 1,10) 一 CC12,10) 个 。 
设 所 取 的 10 个 元 素 的 子 重 集中 至 少 有 5 个 元 素 为 a, 这 样 的 子 重 集 有 C(3 一 5 一 1,5) 一 
C(7,5) 个 ,因此 ,满足 题 意 要 求 的 取 法 共有 С — Ci =45 №. 

例 4 已 知 重 集 S 一 46，a,5。6.4 ce,3，d) ,做 重 集 5 的 全 排列 ,并 要 求 d ЖЕШ. 
问 有 多 少 个 这 样 的 排列 ? 


М ФМ баба: М 的 全 排列 数 为 P(1516,5.4) 一 下 


现 把 3 个 df 分 别 插入 M 的 -个 全 排列 的 元 素 之 间 ( 包 括 首尾 位 置 ), 便 得 到 S КҮТ 
意 的 一 个 排列 . 因此 ,由 乘法 原则 ,满足 题 意 的 S НН P (15;6.5.4) X C +". 

AS r 1.2,3.4.5,6 这 几 个 数字 能 组 成 多 少 个 五 位 数 ? 又 可 组 成 多 少 个 大 于 
34500 的 五 位 数 ? 

M ”一 个 五 位 数 ,数字 可 以 重复 出 现 , 这 是 一 个 重 排列 问题 , 

由 于 五 位 数 的 每 一 位 在 重 集 B= 10 ° 1,50 EEN 
种 选择 ,这 6 个 数字 可 以 组 成 6 个 五 位 数 . 

又 大 于 34500 的 五 位 数 可 由 下 面 的 三 种 情况 组 成: 

(1) 万 位 上 数字 是 4,5 或 6, 其 余 四 位 上 的 数字 中 的 每 个 数字 都 可 以 从 重 集 B HAR 
6 个 数字 ,由 乘法 规则 知 ,共有 3 6' 个 这 样 的 数 . 


$. 


ce .5.co .6} 中 有 6 


《2) 万 位 数 是 3, 千 位 上 是 5 或 6, 其 余 三 位 上 的 数字 中 的 每 一 个 都 可 以 从 重 集 B h 
选取 6 个 数字 ,共有 2, 6' 个 这 样 的 数 . 

《3) 万 位 和 王位 上 的 数字 分 别 是 3 和 4, 百 位 上 的 数字 是 5 和 6, 其 余 两 位 上 的 数字 中 
的 每 一 个 都 可 以 从 重 集 B 中 选取 6 个 数字 , 故 共有 2+ 6' 个 这 样 的 数 . 

由 加 法 原则 知 ,大 于 34500 的 五 位 数 的 个 数 为 

3+6'+2+6+2+6°—4392, 

例 6 由 4 面 红 旗 .3 面 蓝 旗 .2 面 黄旗 .5 面 绿 旗 可 以 组 成 多 少 种 由 14 面 旗子 组 成 的 
一 排 彩旗 ? 

N ”这 是 一 个 重 排列 问题 , 它 是 求 重 集 14， 红旗 ,3，。 蓝 旗 ,2， 黄旗 ,5， 绿 旗 | 的 全 
排列 的 个 数 ,由 定理 3. 2 知 , 组 成 一 排 彩旗 的 种 类 数 为 


例 7 用 字母 A,B 和 C 组 成 五 个 字母 的 符号 ,要 求 在 每 个 符号 里 ,4A 至 多 出 现 2 次 ， 
ВЕЖНЯ 1 次 ,C 至 多 出 现 3 次 , 求 此 类 符号 的 个 数 . 

№ ”这 也 是 一 个 重 排列 问题 .根据 分 析 , 符 合 题目 要 求 的 符号 只 有 二 种 情况 ;{2，A， 
0 有 ,3，C),{1。A,1。，B,3，C} 和 !2。A,1，B,2。C). 由 定理 3.2 知 ,各 种 情况 对 应 
的 符号 个 数 分 别 为 


5! 


21 OF ITY 3 
由 加 法 原则 知 , 此 类 符号 的 个 数 为 
5! 5! А 
IT TO ITTY a 


1. 100 PAME- E £ ,3t p T # J. T ЖИЕ HL. ARH $ > f fÚ PE B BHF 
Жуй? 

2. 平面 上 有 25 个 点 ,没有 3 个 点 共 线 . 这 些 点 确定 多 少 条 直线 ?确定 多 少 个 三 角 
Е 

3.048385 353 R&.S 2 £ E 8 +. €$ 6 КЕННЕ # k f $ p ЯТ 

4. Ж1,2.++,100 中 选 出 两 个 不 同 的 数 ,使 其 和 为 偶数 , 问 有 多 少 种 取 法 ? 

5. 求 至 少 出 现 一 个 6 县 能 被 3 整除 的 五 位 数 的 个 数 . 

6. 某 车 站 有 6 个 入 口 \ 每 个 入 口 每 次 只 能 进 一 个 人 , 间 9 人 小 组 共有 多 少 种 进 站 方 


„ Ф 


*? 

7. 将 6 个 蓝 球 ,5 个 红 球 ,4 个 白 球 ,3 个 黄 球 接 成 一 行 .要 求 黄 球 不 挨 着 , 问 有 多 少 
种 排列 方式 (同色 球 不 加 区 别 )? 

8. 方程 r Tr tr tr =20 的 整数 解 的 个 数 是 多 少 ? ИФ из. l. >r 


25. 

9. 设 S 是 nm 个 元 素 的 集合 , 求 S 的 奇数 组 合 的 个 数 与 偶数 组 台 ( 包 含 零 组 合 ) 的 个 
Ж. 

10. 在 一 次 聚会 上 有 2n 个 人 ,每 个 人 都 和 另 一 个 人 交谈 ,有 多 少 种 成 对 交谈 的 方法 ? 

1. 书架 上 有 24 卷 百科 全 书 , 从 中 选 5 卷 ,使 得 任何 2 着 都 不 相继 .这样 的 选 法 有 多 
少 种 ? 

12. 从 一 个 8X8 的 棋盘 中 选 出 两 个 相 邻 (两 个 方 格 在 同一 行 或 加 一 列 上 ) 的 方 客 , 有 
多 少 种 选 法 ? 

13. ТЯ ЖИВЯ $2 Л? 

азо 

(2) 10001. 


“Ean спев 


ae RAR 
ath)" а” +< +Cb"(nEN'), 


ИФТ, ОКИ r+ 1 项 . 


“4 amen 


例 1 R(t) 的 展开 式 中 的 常数 项 . 
把 [1+ 十 看 作 一 个 整体 .运用 二 项 式 定理 即 可 . 
解 由 二 项 式 定理 得 (т) = [+(«+т)] ажа (+E) + = 


+0 (+ кужо (===) .其 中 第 «СТ Т... 


L) REFRESH ROR да T. M Т... 


m Ta =c L) 20-0. r2k. 


这 说 明 r WRK. E t=. 因此 所 求 常数 项 为 C++CiC! СІС HCC =393. 


„Ф 


#2 GVIDE MEN ) 的 整数 部 分 和 小 数 部 分 分 别 是 a M b. R ba + DAY. 
分 析 5V2+7)*"' 是 一 个 二 项 式 ,注意 到 (5 V2)* 一 7' 二 1, 再 考虑 (5 V2 一 7)*'' 即 


М НЛЬ-7Е Ор. НОУ урн. а. 
б-р вояж Ире ath 


一 5 是 整数 ,但 "是 整数 . 故 4 一 二 是 整数 201. 
例 3 已 知 avb 为 非 仙 实数 ,ncN RE: (F) 
证 明 “由 二 项 式 定理 得 
(a+b)"=C2a"+Cla” b+ Са" 
(bta) = Cib" + СЬ аъ +C) 
所 以 有 
(а "= Са" ++ Са" а C, ah + 
зе Са”), 

(а а = Сат" a Б 220. 

所 以 有 

Plato =C la HHC hH a) +. FC, Са +b" ‘a (+ 
"+С Ha") 
(С +С! ++ +С Са" +b") 


2006) 


1 = 
gp Pratos, 


ООВ 


+С”. 


a+b" а + 
(Ез: 

例 4 当 mEN' 时 ,(3+V7)" 的 整数 部 分 是 奇数 还 是 偶数 ? 证 明 你 的 结论 . 
分 析 考虑 (3+Yy7)" 和 (3 一 V7)", 运 用 二 项 式 定理 即 可 . 

м о<‹з—/7)°<1, 

BHIE- =C: 3 一 C 十 …) 是 一 个 偶数 , 记 为 AEN )， 
则 (3+v7) 一 2 一 (3 一 7) = (2Е—1)+1—(3—/7)°, 
ОЗУ)" ]=2#—1. 因此 整数 部 分 是 奇数 . 

WS 8 љ=41.+1.1. 是非 负 整数 .求证 : 

а= С +тС т Ст (n=2k+1,k€ N) 能 被 2 整除 


Ф. 


分 析 联想 到 二 项 式 的 结构 ,构造 含有 二 项 式 的 代数 式 : + var- 


уш], җи >. 
证 明 ”由 二 项 式 定理 得 。 рудата 


ЖЕНИШ. RANE b, = 0587 


BA baei =b, + Lb. E b =1., 
由 数学 归纳 法 原理 知 h(nE N.n223) #8 


11! 1 
ЖЕСТ! ЧРИ FT 02-Di 126 
u 


所 以 原 式 == 吉 (Ci FC +e +C 


例 7 求证 :任何 不 大 于 н! WERK. АКТЕ TEB 在 这 些 加 数 
中 ,没有 两 个 数 是 相同 的 ,并 且 任何 一 个 部 是 n! 的 因数 . 

ЯМ 运用 数学 归纳 法 

证 明 用 数学 归纳 法 ， 

“n=l 时 ,结论 显然 正确 . 

假设 当 "一 时 ,结论 正确 . 

MEREN a COEF DIHE a ВИСОТІ ааа DHr RR АА ОА 
十 1, 由 归纳 假设 ,d PI RRA d=d +4, + а FP ISR, LPH AY d (= 1.2...) 
都 是 ! 的 因数 ， 

Ф.а +10 на (k++ а ++. 

这 个 和 式 的 加 数 不 多 于 (十 1) 个 ,它们 互 不 相同 ,并 且 每 个 加 数 都 是 (十 1)! 的 因 
数 , 所 以 ,对 一 切 n€ N’ 结论 正确 . 


例 8 аек" ПІК НЕТ нем B4 a+) 


2. 


分 析 本题 一 般 采 用 归纳 法 ,但 合理 使 用 二 项 式 定理 也 是 解 此 是 的 良策 - 


证 法 1 由 1= > 22. MENTIR MEA REH REE 
z 
ж. 
(a+by"—a"— 
la БЕ Сат pas HON ab Crab" 
а 


авс ССЭ 

220-2) 

=h, 

证 法 2 ” 作 变 换 后 应 用 二 项 式 定理 . 
Фа етв") аьа, 
Ж‹а+ь)' 
mabat 
=(a'—D(b—D—1 
[L(+ 
wt CC: 十 CC 十 … 十 PC2) 一 1 
BCAG +e FC:)°—1 Cauchy 不 等 式 ) 


у= а+о-п-1 


分 析 OHI 的 展开 式 可 表示 为 xyVZ+y》 x,yEN" ) 的 形式 , 故 只 需 考 虑 [nV2] 
MERHER. 
EM 设 m 为 正 整数 . 由 二 项 式 定理 知 


G+)" = r. Му... 

G2-1D"= r. VI- у. (к... EN’ РАЗИН, 

у +1 ®‏ = 272 <1 = ر اج2 
И LD yey. <ra Ф‏ 
图 式 的 两 边 同 乘 以 2.8‏ 


$. 


PEVA у. Tray. <2 
W n= zay sll a, = [n 2]= у 是 完全 平方 . 这 就 证 得 了 本 是 的 结论 . 

评注 构造 不 等 式 是 成 功 的 关键 . 

$10 设 数 列 gCn) 定义 如 下 ; 

в0)=0,800)=1. 

во) аба Hg+ >. 

WMR n KT 5 的 案 数 ,求证 :n | golga) +1). 

分 析 由 g(n 十 2)=g{n 十 1) 十 g(m) 十 1 可 求 得 通 项 一 一 二 项 式 模型 ,进而 为 利用 数 


论 知 识 铺 平 道路 . 


ER $ Рл) Сп) +1, 
fOy=1./0)=2, 
ана fant + fe) 


由 以 上 等 式 易 推 知 Л) 


注意 到 n 为 大 
GQ.) 107, 
Hnl Ce 


шй foD = 去 (Ci 


АЛОЕ Саа) 
1+ 5% (modn), 
2) 0159 —2 


тойн), 
所 以 feoy[ fo) = 101 -57 '=0modn) 

fn | сносе Сну + een | foo[ feo 1]. 

评注 本 解法 中 用 到 了 费 尔 马 小 定理 . 费 尔 马 小 定理 是 解决 整除 性 问题 的 一 个 重要 
ТА. 变换 数列 使 新 数列 的 通 项 常规 化 一 一 二 项 式 模型 是 解 题 的 关键 . 


„Фф 


ЗЕ seem ‹ 


Ж 1909** EH 1999 个 1999) 示 六 位 数字 所 组 成 的 六 位 数 . 
解 设 1999"w GER 1999 4 1999) 5 А. А = 1999" (m= 1999" , tAr 
1998 + 1999), 
显然 m 为 奇数 ,由 二 项 式 定理 可 得 ， 
A=(2x10— D" = (2X 10)" —CL(2X 1077 HCE (2X 1072: 
(2x1003 —1 
[2 x 107D — 271 x 10 C ОГТ] 10° + 2000m 1. 
于 是 A 的 末 六 位 数 为 (2000m 一 1) 的 末 六 位 数 . 
因为 1999"(nE М” ) 的 末 三 位 数字 为 001, 1999 (nE N ) 的 末 三 位 数字 为 999、 


ñi m=1999",n= 1999" CHE 1997 个 1999) 为 奇数 . 故 m 的 末 三 位 数字 为 999, 因 而 


(2000m 一 1) 的 末 六 位 数 为 (2000X 999 一 1) 的 末 六 位 数 为 997999, 即 为 1999"”” (共有 
1999 个 1999) 末 六 位 数字 所 组 成 的 六 位 数 为 997999. 


. 
> 
同步 检测 
一 选择 是 
L Ват ВЯ SAAMA Mlima +++ Юй 
‹ ) 


1 3 
A.1 B.2 c + D.+ 


2 (Itah) 的 展开 式 里 的 沁 数 项 是 ( о 


A.4351 B.4352 C. 4353 D.4354 

3. (r~ DOP HGF + 12r+8)' 的 展开 式 中 使 项 的 系数 为 ( ) 

A.2016 В. ~2016 С.756 D. 一 756 

4.x(1 十 z)" 十 zr(1 十 z) HeH HORER P r 项 系数 的 四 个 表达 式 中 , 错 
误 的 是 ( ) 

A.CI+CL + BCG+Ce+…+CL 


рь 


ca-i D. LoantD ere ata nn 1 


ыа++а++а+е+ O 


n+l” 

2—1 zm ZAR Lac 
A. = 7 5 CE 1 р. „2 р 
6. 荐 nn 二 4m, 则 人 一 Cs 十 Cs 一 Cs 十 … 的 值 为 ( ) 

A; g BD 2 CD D. =" 


7. B a ЄВ? .n222,n€ N` , f. ата” b+ Нам +в) 


则 f. 5 g. 的 大 小 关系 为 ( ) 


atov 
т) 


А. 7,26, B /.<z. „>в. D. /.<в. 
8. ¥ zr=(15+ /220)”+(15+ V20" A] ЕКЕЖ › 
A.5 В.6 С.в D.9 

= жом 


стт . 
. LM n€ Z.k€ Z, "Wu 3 的 余数 一 ЖЖ ш 

12. 把 (VT 一 V6)* 写成 VNTT 一 VR 的 形式 ,N 为 自然 数 , 则 N= 

13. 1991 д 10, 余 数 是 

14. Nm 19 一 1 的 所 有 形 如 d=2*"。3 (wb 为 自然 煞 ) 的 因 于 之 和 为 


dan) ажа, gpl- a- VS)"], 使 a 为 整数 , 且 3 | a, бп ж 


16. kab MEEK. Hath 


AHD, H ab 的 个 位 数字 是 


j + Core 
| 18. REAR DE °C: 的 值 . 
| 19. # Уст) =аь +a rt На." В É ВАХ 03а, За, (i= 1,2,0. X bos 
bob. SARLA] =b +br+ +b. А а <o, 

20. 设 1hSn, 考 虚 集 合 11,2,…。n} 的 所 有 合 上 个 元 素 的 子 集 及 每 一 个 这 样子 集 


ИРАНЕ назиик жя, Ж.Р, =, 


„ 


aa RAR 


恒等式 1 对 于 正 整数 ， 和 人 ,有 
nl 


(к)=(6-1): 


EM чим. (r) (8 =" me 


= 
ү таш 


(5.2) 


恒等式 3 FEY nA 
Хо (6) 


EM иа (р), 
将 上 式 两 边 对 工 微分 得 
Ве. 
ELR, S r= 一 1, 有 


Дес" (p= 


natat 


MD (= ba (&)=° 


由 此 可 见 , 可 以 用 二 项 式 公式 微分 来 导出 组 合 便 等 式 . 
恒等式 4 FESH nA 


Хн) нор. 


EM жао BD (f r" 的 两 边 对 PS 


将 上 式 两 端 同 乘 以 т 后 再 对 zx 微分 得 

паа ton Dt н(е. 
上 式 中 , 令 z= 得 

Хк (f) оир а; 


恒等式 5 FERS nA 
Зе 


证 明 在 式 (5.5) 中 , 令 z 一 一 1, 即 得 式 (5.6). 
恒等式 6 对 于 正 整 数 М рот. ,有 


A(R) ("e 


证 明 EFODO sOn, 


(5.7) 


ано). 

因此 有 

ее] 

比较 等 式 两 边 г 的 系数 即 得 

п + + 

Obad) 

WE “恒等式 6 还 可 以 用 组 合 分 析 的 方法 论证 . 

从 个 不 同 的 黑 球 和 m 个 不 同 的 白 球 共 m 十 nn 个 球 中 取 户 лия (TF (RIA. 
这 些 方式 可 分 为 从 "个 不 同 的 黑 球 中 取 个 黑 球 和 从 m 个 不 同 的 白 球 中 取 p 一 个 白 
球 , 当 一 1,2,…,p 时 共 p 种 闫 .而 由 乘法 规则 ,每 类 有 (f) ( ” ) 种 , 再 由 加 法 规则 可 


аннан Ê (f) (Lp) PERG. DRL. 
恒等式 对 于 正 整 数 m,n, 有 
үүтү miw 
С 小 (5.8) 
ШМ 在 式 (5.7) 中 , 令 рет BARG. В). 
恒等式 8 对 于 任何 正 整 数 .有 


aym = 2" 

20) (a): 2 
EM 在 式 (5.8) 中 , 令 m=n 8505.9). 
恒等式 9 对 于 非 负 整 数 和 ,有 


Sri pnt 
$l- н). 6.10 
ER 对 于 固定 的 人 ,对 ”使 用 归纳 法 证 明 
当 n=0 时 ,有 
0 1 lk=0 


()^(к+)^ [р> 
可 见 , 当 n=0 时 , 式 (5.10) 成 立 . 
设 式 (5. 10) 对 于 任意 整数 л 是 成 立 的 , 则 有 


Не-а неа 


اپ 


可 见 , 式 (5. 10) 对 于 n+l 也 是 成 立 的 . 由 归纳 原理 , 式 (5. 10) 得 证 . 
恒等式 10 对 于 所 有 实数 = 和 非 负 整数 上 ,有 
h jatjy_ jatk+l 
A= вл 


EM 首先 注意 ,这 个 恒等式 与 前 面 的 恒等式 有 一 个 很 不 同 的 地 方 , 这 就 是 


(в ) 是 广义 的 二 项 式 系 数 . 由 于 对 实数 。. 应 用 广义 二 项 式 系数 的 意义 、 


因此 Pascal 公式 (4)=( үз JAGITEN a 和 整数 上 也 是 成 立 的 , 于 是 反复 使 用 


Pascal 公式 就 有 
a atk) , (atk 


в )7(% и 
Seria НС) 
ECET e (Te) 


kl k—2 
atk, atk—l +) (<) 
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评注 广义 二 项 式 定理 , 设 a 是 -个 任意 实数 , 则 对 于 满足 | 立 | <1 的 所 有 三 和 


有 (zx 十?) = 2)2" * 
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恒等式 11 对 于 非 负 整数 p,q.n, 有 
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通过 上 面 的 一 些 恒等式 的 证 明 , 可 以 发 现 , 证 明 恒等式 常用 的 方法 有 : 
(1) 数 学 归纳 法 ， 

(2) 利 用 二 项 式 系数 公式 ,特别 是 Pascal AR: 

(3) 比 较 级 数 展开 式 中 的 系数 (包括 二 项 式 定理 和 以 后 要 讲 的 母 函 数 法 ); 
(4) 组 合 分 析 法 . 


Ф паве 


例 1 证 明 下 列 恒等式 。 
«ДАС пт in KERIO: 


l,#n=m 
олт “""" ЖЕШ). 


cic 


“= 


证 明 D=., и, вс + {С 


FA ŠRC = нс 
DH пет M ЕАН 
M n>m НН 
CC = CCT Smk), 


ж}‹-› “сс; 


SDC 


-GE 


“GE” „= C: X0=0. 
#2 i@la.l(n20) НЬ. РОЖА ААВ ШЖ ЕИ ЖЛР s 


的 整数 mn, 都 有 av 一 


Cib. 


则 对 任意 的 不 小 于 s 的 整数 " ,都 有 у 
EM 设 ” 是 任 一 个 不 小 于 * 的 整数 , 则 


стусь 


=)". 


2 [2‹-› сс]. 
ELELEE EEE 

1, 若 n=i 
b 车 n> 


Ë nece; 


шя ÈD Cia, =h, ЕН. 

例 3 以 glm,n) 表 示 由 m 个 元 素 集 合 A P| n TERRA ВИНИТ mn). 
RE: 

amm = СС", 

EM 设 闸 是 任 一 取 定 的 正 整数 , 则 对 任 一 个 正 整数 ,由 m 元 集合 A 到 元 集合 
В 的 映射 共有 m” 个 ,其 中 使 得 СЯ ВЕЕР ЖИ Cig (т, Л. 
由 加 法 原则 ,有 

n= Свт. 

由 二 项 式 反 演 公式 (这 里 a, =n" .b,=g(m.k))48 

тт = rich", 

例 4 H m(m22)F B 3: 1Xn ЩЕ. Н ВЕ. 以 h(m.n) РН 
邻 格子 异 色 且 每 种 颜色 都 用 上 的 涂 色 方法 数 , 求 (mvn) 的 计数 公式 . 

м 用 mm 种 颜色 去 涂 1Xn 棋盘 ,每 格 涂 一 种 颜色 且 使 得 相 邻 格子 异 色 的 涂 色 方法 
KA топ РНЕ OSES mR ФЕЯ СОА Oond Fh. 由 加 
法 原则 ,有 

топ 1)1 = САА т). 

由 二 项 式 反 演 公式 得 

Мт) Ê (= "АСЕ". 
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.用 组 合 分 析 的 方法 证 明 一 5 一 


. 用 组合 分 析 的 方法 证 明 (”) ( () J=) 


явах рт) 


СИЕ 
证 明 恒等式 : 
k ntl 

ОҢУ 
(OTT 
ofre") 
7. 证明 恒等式 : 

š + ， 
(+) ("и ) (в) (в) 


=>. 


8. 证 明 ,对 所 有 实数 了 和 整数 人 ,有 | 人 天 k ых ( 


тылау 


9. АРИ )+s(2 )+ “1) JERI 
Fen В, 


10 ase #X (о) ("+ (Т) (о) (1) (757) (н) ea 
等 式 的 组 合意 义 。 
и. нева >ре тж А ИГ (1) -4(1.)]-0. 
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随机 事件 出 现 的 概率 ,一 般 可 以 通过 大 量 的 独立 重复 试验 得 出 其 近似 值 ， 
特殊 类 型 的 随机 试验 ,事件 的 概率 可 按 人 们 常识 作 合理 的 规定 并 使 之 满足 ? 
典型 随机 试验 就 是 这 样 的 一 类 随机 试验 . 

一 \ 古 典 概 型 的 随机 试验 

如 果 一 个 随机 试验 下 具有 如 下 两 性 质 就 称 E 为 古典 概 型 的 随机 试验 ,简称 古典 概 
N. a 

1. 忆 的 样本 点 个 数 有 限 ， 

2. 每 个 样本 点 出 现 的 可 能 性 相等 . 

换 育 之 ,如 果 一 个 随机 试验 三 在 一 次 试验 中 只 有 有 限 个 等 可 能 出 现 的 结果 , 则 称 E 
为 古典 概 型 . 

例 1 :任意 抛掷 一 枚 质料 均匀 的 硬币 .观察 出 现 什么 面 . 其 样本 点 有 2 个 :on 
出 现 正面 ,ws 出 现 反面 . 由 于 假设 硬币 质料 均匀 ,可 以 认为 出 现 正面 与 出 现 反 向 的 可 
能 性 相等 ,所 以 是 古典 概 型 . 

例 2 号 码 锁 有 3 个 拨 盘 ,每 个 拨 盘 上 有 0 至 9 共 10 个 数码 . E: 随 机 拨 转 三 个 氢 盘 . 
观察 所 出 一 个 由 三 个 数码 顺序 组 成 的 号 码 是 什么 . E 的 样本 点 共有 ?一 10" 一 1000 个 .由 
于 这 1000 个 号 码 完全 处 于 平等 的 地 位 .哪个 号 码 都 不 会 特别 可 能 被 拨 到 ,所 以 这 1000 
个 样本 点 可 以 认为 是 等 可 能 出 现 的 . RAZ E Ef REHAN. 

“样本 点 出 现 的 可 能 性 相等 "是 一 个 不 定义 的 基本 概念 ,只 能 做 一 些 解 释 ; 韦 虑 问题 
的 条 件 ,每 个 样本 点 都 处 于 完全 平等 的 地 位 , 哪 一 个 也 不 比 其 他 特殊 ,这 时 就 可 把 它们 看 
成 是 等 可 能 的 . 因 之 .是 否 * 等 可 能 "只 能 赁 经 验 判 断 , 当然 ,这 种 判断 的 正确 性 还 可 以 通 


$. 


需要 , 古 


过 大 基 重 复试 验 来 检验 - 


二 、 古 典 概 型 P(A) 的 定义 


由 于 每 一 事件 A 总 是 由 某 些 样本 点 组 成 , 当 且 仅 当 组 成 A 的 样本 点 之 一 出 现时 A 
出 现 , 根据 每 个 样本 点 是 等 可 能 出 现 的 假定 ,我 们 对 古典 概 型 中 事件 A 出 现 的 概率 P(A) 
自然 可 作 如 下 规定 ， 

设 P(A) 表 示 事 件 A 出 现 的 概率 ,n RRE 的 样本 点 总 数 ,m 表示 属于 事件 A 的 样 
本 点 数 (或 称 有 利于 A 出 现 的 样本 点 数 ), 则 


PA=”, 


法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 在 1812 年 把 上 式 作为 概率 的 一 般 定义 ,现在 通常 称 它 为 概率 
的 古典 定义 ,因为 它 只 适用 于 古典 概 型 . 
在 例 1 中 ,样本 点 总 数 "一 2. 设 A 表示 出 现 正面 的 事件 , 则 属于 A 的 样本 点 只 有 1 


个 , 即 m=1, 所 以 РС=. 这 与 前 面 说 过 的 用 大 量 重复 试验 得 到 的 结果 一 致 . 


在 例 2 中 , 设 已 知 某 个 镇 的 开锁 号 码 是 372. 今 若 有 一 个 人 ,不 知道 这 一 号 码 , 问 试 氢 
一 次 就 能 把 镇 打开 的 概率 是 多 少 ? 


МА 表示 试 拨 一 次 把 锁 打 开 的 事件 ,我 们 有 "一 1000,m 一 1, 所 以 P(A) = тору. 可 


见 不 知 道 开锁 号 码 时 ,随便 拨 一 次 就 能 把 锁 打 开 的 可 能 性 极 小 . 
一 般 地 ,在 古典 型 随机 试验 中 ,直接 计算 一 个 事件 A 的 概率 的 步骤 是 ， 
1. 先 分 析 E 是 在 什么 条 件 下 ,做 什么 试验 ,观察 什么 . 
2. 判明 是 古典 概 型 
3. 求 出 已 的 所 有 不 同 的 样本 点 数 n; 分 析 属 于 事件 A 的 所 有 不 同 的 样本 点 数 m. 
4. 求 得 PA=, 


下 面 再 举 些 例子 来 说 明 PCA) 的 计算 . 


фу mayman 
例 1 有 100 张 已 编号 的 卡片 (从 1 号 到 100 号 ), 从 中 任 取 一 张 , 求 取 到 卡片 号 是 了 


的 倍数 的 概率 - 
М 〈1DE: 从 编号 为 1 一 100 号 的 100 张 卡片 中 任 取 一 张 ,观察 取 到 什么 号 码 的 卡 


„Ф 


Ж. 


《2) 一 次 试验 可 能 到 到 100 张 卡片 的 任 一 张 ,所 以 有 取 到 1 号 ,2 号 ,…,100 号 共 100 
个 可 能 结果 ,从 而 "一 100. 由 于 抽取 卡片 是 任意 的 ,因此 这 100 个 结果 可 认为 是 等 可 能 
的 ,从 而 EE 是 古典 概 型. 

(3) 设 A 表示“ 取 到 的 一 张 卡片 其 号 码 是 7 的 倍数 "的 事件 ,我们 可 用 枚 举 法 列 出 这 
100 个 等 可 能 结果 中 如 下 的 一 些 结果 : 

7(=7X1D),14(=7X2),…,98( 二 7X14). 当 且 仅 当 这 些 结果 之 一 出 现 , 则 A 出 现 ， 
可 见 А Жн ЕЖ 14 个 结果 组 成 的 , 即 

A=17.14,--,98). 

Ë m= и. 


COB РОО =i. 

#2 一 套 书 共有 上 .中 、 下 三 册 , 把 它们 任意 放 在 书架 的 同一 层 上 ,各 册 自 左 至 右 或 
自 右 至 左 恰 好 成 上 ,中 ,下 顺序 的 概率 是 多 少 ? 

м (1) 本 例 的 随机 试验 可 看 作 ; 

EE: 把 上 ,中 、 下 三 册 书 任意 作 一 个 排列 ,观察 它们 的 顺序 . 

《2) 一 次 试验 是 把 三 册 书 作 一 个 排列 ,所 以 ,上 .中 .下 的 一 个 排列 就 是 的 一 个 样本 
点 , 因此 的 样本 点 总 数 n 一 3! =6. 又 因 书 按 任意 类 序 放 到 书架 上 ,因此 这 6 个 排列 中 
出 现任 意 一 个 的 可 能 性 可 认为 相同 ,从 而 已 是 古典 概 型 . 

(3) 用 A 表示 "各 册 自 左 至 右 或 自 右 至 左 恰 成 上 .中 ,下 的 烦 序 "的 事件 . 则 A 由 两 个 
样本 点 “上 中 下 ”及 “下 中 上 "组 成 , 即 m=2. 
1 


у „2.1 
ФТ РСА). 


例 3 эти N 个 外 形 相同 仅 颜 色 不 同 的 球 ,其 中 MCM<N) 个 
黑 球 ,N 一 M 个 白 球 . 今 从 牧 中 任意 取出 nOn NAR REPRE ФО@ 
т ЖЕШ ЖК ОО<т<М,0<л—т<М— М). Q О 

分 析 这 里 M,N,m,n 比较 抽象 ,为 了 帮助 思考 ,我 们 先 分 析 这 问 0989 
题 的 一 个 特例 . 

设 N=10,M=4.n==5,m 二 2( 如 图 所 示 ). OER KR 10 个 球 ,其 中 4 个 黑 球 ,6 
个 白 球 ,从 中 任 取 5 个 球 , 问 取出 的 5 个 球 中 恰 有 2 个 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 

我 们 把 EE 看 作 是 :从 10 个 不 同 的 ( 编 了 号 ) 球 中 任 取 5 个 为 一 组 ,观察 哪 几 个 球 被 取 
出 ,因此 从 10 个 不 同 的 球 中 取出 5 个 球 的 一 个 组 合 就 是 一 个 样本 点 ,所 以 共有 Ci 个 样 
Ж. 由 于 取 法 是 任意 的 ,所 以 Ch 个 样本 点 可 认为 是 等 可 能 出 现 的 ,从 而 已 是 古典 概 型 ， 
n=Ch. 


BHA 表示 "取出 的 5 个 球 中 恰 有 2 个 黑 球 " 的 事件 ,我 们 来 求 属于 A ЖИ т. 


ep. 


тк ЕАМ 5 个 球 , 恰 有 2 个 黑 球 ,3 4 Ë PR ЖЕ КОНЕН КС, ПА $S rh k. 
出 5 个 球 恰 有 2 个 黑 球 3 个 白 球 ,可 以 分 两 个 步骤 进行 :第 一 步 , 先 在 4 个 不 同 的 黑 球 中 
任 取 2 个 ,有 Ci 种 不 同 取 法 ;第 二 步 ,从 5 个 不 同 的 白 球 中 任 取 3 个 ,共有 C 种 不 同 取 
法 . 由 排列 组 合 中 所 讲 的 乘法 原理 ,从 拖 中 取出 5 个 球 , 恰 有 2 个 黑 球 3 个 白 球 的 不 同 取 
法 共有 Ci ° СЖ, т СЕ + С. 

所 以 PaE, 

现在 我 们 对 照 这 个 特例 来 解 一 般 问题 . 

М (1)E: 自 NN 个 不 同 的 球 中 任 取 n 个 球 为 一 组 ,观察 取出 哪些 球 . 

(DMN 个 不 同 的 球 中 取出 n 个 球 的 一 个 组 合 便 是 EE 的 一 个 样本 点 ,所 以 上 有 C% 
个 样本 点 . 因 抽 球 是 随机 的 ,所 以 这 些 样 本 点 可 看 作 是 等 可 能 出 现 的 , 因 之 F 是 古典 概 
型 , 


(3) 令 A。 表示 “取出 的 "个 球 中 含有 m 个 黑 球 "的 事件 . 从 N 个 不 同 的 球 中 取出 
个 ,其 中 恰 有 т RR пт 个 白 球 ,可 分 两 步 进行 :第 一 步 , 先 从 M 个 不 同 的 黑 球 中 取 
m 个 ,有 Ch 种 不 同 取 法 ;第 二 步 ,从 N 一 M 个 不 同 的 白 球 中 取 m 一 m 个 ,共有 CY 种 不 
同 取 法 , 因 之 从 N 个 球 中 取出 ”个 ,其 中 恰 有 mm 个 黑 球 的 不 同 取 法 总 共有 Ch * СР, 
这 就 是 属于 A, 的 样本 点 数 ， 


BD РСА) СЕ 


(m=0,1, 


м). 


с 
说 明 1” 本 例 的 典型 性 在 于 球 、 黑 球 、 白 球 是 从 产品 ,次 品 , 正 品 等 抽象 来 说 ,把 球 


赋予 其 他 实际 意义 , 便 成 为 另 一 实际 问题 .上面 的 公式 概括 了 A,A Ам 这 一 系列 事 
件 的 概率 , 称 它们 服从 超 几何 分 布 . 中 学 课本 中 的 一 些 例题 及 习题 是 其 特例 , 如 ， 

在 100 件 产品 中 ,有 95 件 合格 品 ,5 件 次 品 ,从 中 任 取 2 件 , 求 : 

(1)2 件 都 是 合格 品 的 概率 : 

(2)2 件 都 是 次 品 的 概率 ; 

《3)1 件 是 合格 品 ,1 件 是 次 品 的 概率 ,把 产品 看 作 球 ,次 品 看 作 黑 球 ,合格 品 看 作 白 


球 , 于 是 N=100,M 二 5,n 二 2, 得 解 如 下 : 
LA 
ср, =9 883, 
A= жы! 
ол = 15. 


2° 有 的 概率 问题 比较 抽 旬 . 不 善于 抽象 思维 的 初学 者 可 仿 本 例 , 先 分 析 一 个 特例 ， 


„ Ф 


Бим. = 


` 从 中 找到 解决 一 般 问题 的 办 法 . 如 下 面 例 6, 可 以 先 分 析 n=3, =5 ВЯ. 
我 们 能 把 例 3 作 进一步 推广 . 
а на TRR b MR c 个 白 球 , 从 中 任 取 ау 个 球 , 求 其 中 恰 有 a 
аа) MRR ВСЮ ИВ усо тав Ж. 
WN 仿 例 3, 所 求 概率 是 
с.а.с 


gra 


中 学 课本 中 有 些 例题 和 习题 是 本 例 的 特例 . 

MS 挠 中 有 外 形 相同 的 a 个 黑 球 ,6 个 白 球 . 今 把 球 随机 地 一 个 个 摸 出 来 ,依次 排列 
在 一 直线 的 a+6b 个 位 置 上 , 求 第 次 摸 出 的 一 个 球 是 黑 球 的 概率 (1<<k<a 十 5b). 

解法 一 ”把 a 个 黑 球 及 6b 个 白 球 都 看 作 是 不 同 的 (例如 设想 把 它们 进行 编号 ) ,把 随 
机 试验 已 看 作 : 从 装 有 a 二 5 个 不 同 的 球 的 猜 中 ,每 次 取出 一 个 排 成 一 列 , 观 察 各 球 排 在 
什么 位 置 上 , 则 一 种 排 法 就 是 EE 的 一 个 样本 点 ,所 以 斑 有 (a+b)! 个 样本 点 .由 于 搜 球 是 
随机 的 ,所 以 (a 十 b)! 个 样本 点 是 等 可 能 的 , 即 已 是 古典 概 型 .用 A 表示 第 人 个 位 置 上 刚 
好 排 黑 球 的 事件 ,我 们 来 考察 属于 A 的 样本 点 数 . 

第 个 位 置 上 排 黑 球 ,由 于 有 a 个 不 同 的 黑 球 , 故 有 a 种 不 同 的 方法 . 对 每 一 种 方 
法 ,另外 的 (a 十 6 一 1) 个 球 在 其 他 位 置 上 有 (a 十 b 一 1)! 种 排 法 ,所 以 在 a +b 个 球 的 所 有 
排列 中 ,刚好 第 上 个 位 置 上 排 黑 球 的 方法 有 (a+b 一 1)! Ха 种. 即 A 包含 的 样本 点 有 (a 


+b! Xa 个 ,所 以 pays 220—0 Ха „са, 


解法 二 ”把 a 个 黑 球 看 作 是 没有 区 别 的 ,把 4 个 白 球 也 看 作 是 没有 区 别 的 , 我 们 把 随 
ИХ E RHEE a+b ОВ Еа 个 黑 球 而 观察 哪些 位 置 放 上 黑 球 . 因此 E 的 样本 
点 总 数 是 C:, 个 .用 A 表示 第 个 位 置 上 刚好 放 黑 球 的 事件 ,由 于 第 大 个 位 置 放 上 黑 球 ， 
剩 下 的 a 一 1 个 黑 球 可 放 在 a 十 b 一 1 个 位 置 的 任意 a 一 1 个 位 置 上 ,所 以 属于 А 的 样本 点 
жес. 

ЖЩ РСА) 


本 例 说 明 对 一 个 给 定 的 问题 ,可 用 不 同方 法 分 析 随 机 试验 E, 从 而 有 不 同 的 解法 . 在 
这 个 例子 中 ,如 把 摸 球 解释 为 抽签, 说 明 抽签 结果 与 先后 次 序 无 关 . 

三 ,复合 随机 试验 与 重复 随机 试验 

例 6 先后 抛 据 两 枚 质料 均匀 的 硬币 . 求 : 

1. 两 枚 都 出 现 正面 的 概率 ; 

2 一 枚 出 现 正面 ,一 枚 出 现 反面 的 概率 . 

№ 我 们 先 分 析 这 一 随机 试验 的 样本 空间 . 这 里 E 是 先后 搬 据 两 枚 硬币 ,观察 这 两 


$. 


枚 硬币 出 现 的 面 . 因此 ,一 个 样本 点 是 由 先后 两 枚 硬币 出 现 的 面 构成 的 . 每 枚 硬币 出 现 的 
面 都 有 两 种 可 能 结果 ,所 以 搭配 起 来 一 共有 以 下 四 种 可 能 结果 , 即 有 4 个 样本 点 : 
E, g EE. Е, СЕ), 
£ ЕЕК, Е. (B.B). 
我 们 记 作 :0={( 正 , 正 ),( 正 , 反 ),( 反 , 正 ),( 反 , 反 ?} 
这 4 个 样本 点 可 看 成 是 等 可 能 的 , 因 之 三 是 古典 概 型 . 设 A 表示 "两 枚 都 出 现 正面 ” 
的 事件 ,B 表示 "一 枚 出 现 正面 ,一 枚 出 现 反面 "的 事件 , 则 易 见 4 一 {( 正 , 正 )},B={( 正 ， 
反 ),( 反 , 正 )}. 
所 以 P(A)= 十 ,PCB) 
这 个 例子 是 复合 随机 试验 的 特例 ,下 面 介绍 复合 随机 试验 的 概念 . 
设 给 定 两 个 随机 试 痊 E, 和 E, ,我 们 把 (E; ,EF;) 看 成 一 个 复合 随机 试验 F. Е 
次 试验 ,相当 于 把 E E: 顺 次 各 做 一 次 试验 , 的 试验 结果 由 两 次 试验 E， 和 E, 的 结果 


顺 次 联合 组 成 , 称 Ë ЖН E, E: 组 成 的 二 次 复合 随机 试验 , 记 作 Ë— E, ХЕ. 


设 E, 的 样本 点 记 为 w",E: 的 样本 点 记 为 a”. W| Ë 的 样本 空间 由 全 体 有 序 对 


(Co РН, 例如 Е, BEHET Е, АЖ. НЕ. M E б] 
样本 空间 由 下 列 有 序 对 组 成 : 


识 ={( 正 , 红 ),( 正 , 黑 ),( 正 . 白 ).( 反 . 红 ),( 反 , 黑 ),( 反 , 白 )). 


例如 , 设 王 是 一 个 随机 试验 ,其 样本 空间 为 fu ,os ео), E бул 次 重复 试验 证 
SE 的 一 个 样本 点 是 由 "个 有 序 的 w, 组 成 :{ 信 ,全 ，… мат). 其 中 每 一 个 (i 三 1,2,… 
ШШ fan sar } 中 的 某 一 个 ,如 (or san ) + Can за зая + wo) 等 等 都 是 E" 
的 样本 点 . BR E 的 样本 空间 共有 如 上 的 &" 个 不 同 的 样本 点 - 


例 7 有 个 人 ,每 个 人 都 以 同样 的 概率 志 被 分 配 在 N (n< N) f] Bs ft) tg — $. 试 


求 下 列 各 事件 的 概率 : 
ARMER n 8 1 个 人 : 
B: 恰 有 nn 间 房 ,其 中 各 有 1 个人， 
C: 某 指定 房 中 恰 有 "тт. 
解 设 EE 表 示 " 把 一 个 人 分 配 到 某 房间 ,观察 分 配 到 硅 一 间 " 的 随机 试验 . 一 种 分 法 


„Ф 


就 是 三 的 一 个 样本 点 ,因为 有 N 间 房 ,所 以 上 有 N 个 样本 点 .本 例 把 ”个 人 分 配 到 N 间 
Ж, TREE Nn КЖЯКВЕНЕ,МЕЖМ' 个 样本 点 ,一 个 样本 点 相应 于 个 人 
的 一 种 分 配 法 . 例如 (2,1,2,… ,5) 表 示 第 一 个 人 分 配 到 第 二 间 房 ,第 二 个 人 分 配 到 第 一 
间 房 ,第 三 个 人 分 配 到 第 二 间 房 ,… ,第 л 个 人 分 配 到 第 五 间 房 ,由 于 每 个 人 都 以 等 概率 


яюя N 间 房 的 每 一 间 中 ,所 以 N° 个 样本 点 是 等 可 能 的 , 即 关 是 古典 概 型 . 


《1) 属 于 A 的 样本 点 数 : 即 指定 了 = 间 房 把 ” 个 人 分 配 到 这 n 间 房 中 使 每 间 房 愉 有 
一 人 的 所 有 不 同 的 分 配方 法 数 . 由 排列 知识 有 n! 种 ,所 以 


Ри. 


(DMF 日 的 样本 点 数 :B 与 A 不 同 之 处 在 于 ” 间 房 可 从 N 间 中 任意 选 出 ,有 СУ 种 
选 法 ,对 每 一 种 选 出 的 n 间 房 其 中 各 有 一 人 的 分 配 法 都 有 n! 种 ,所 以 B 包含 的 样本 点 数 
Жл! Су. МЫ 


(3) 属 于 C 的 样本 点 数 :m 个 人 可 从 个 人 中 任意 选 出 ,共有 С; 种 选 法 , 当 这 m 个 
人 分 配 到 指定 的 房 中 时 ,其 余 n m 个 人 可 以 任意 分 配 到 其 余 的 N 一 1 问 房 里 ,每 人 都 有 
N 一 1 种 分 配 法 ,共有 (N 一 1)"“ 个 方法 . 故 C 共 包含 CY，(N 一 1)" “个 样本 点 .所 以 


例 8 从 1,2,…,10 共 10 个 数 中 任 取 一 个 , 设 每 个 数 被 取 到 的 概率 都 是 起 , 取 后 还 


10 
原 ,再 取 下 一 个 ,先后 取出 7 个 数 , 试 求 下 列 各 事件 A,(i 一 1,2,3) 的 概率 . 
A:T 个 数 全 不 相同 ， 
А: ЖА 10 5 1; 
A,:10 恰好 出 现 两 次 . 
М 设 E:" 从 10 个 数 中 任 取 一 个 ,观察 取 到 什么 数 ", 则 EF 10 个 样本 点 . 
本 例 为 Ё=Е' ,共有 10 个 样本 点 , 且 为 等 可 能 的 , 故 关 为 古典 概 型 . 易 见 


10X9X8X7X6X5X4 
10 


由 于 7 次 中 10 6 B 2 次 ,可 以 是 7 K rb 09 fE Si МО C: 种 可 能 . 这 СЕВ) 
每 种 都 已 有 2 次 取 10, 其 他 5 次 每 次 只 能 取 剩 下 的 9 个 数 中 的 任 一 个 , 故 
а.” 
10 ° 


РСА)= е0. 06, PCA) = Êr. 


РСА) = 


$. 


l 
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上 面 我 们 介绍 了 古典 概 型 P(A) 的 定义 及 从 定义 出 发 求 P(A) 的 一 般 步骤 ,并 且 由 易 
到 难 地 举 了 10 个 例子 . 现在 我 们 再 作 一 些 简要 的 说 明 ; 
1” 例 1, 例 2 是 较 简单 的 古典 概 型 问题 ,其 特点 是 从 所 给 问题 中 能 比较 容易 看 出 随 
机 试验 EE 是 什么 ,并 用 枚 举 法 或 者 借助 于 排列 ,组合 的 工具 求 得 m 和 ni 例 3、 例 4 的 抽 球 
问题 具有 典型 性 ,中 学 课本 中 有 许多 例题 与 习题 可 归结 为 它们 的 特例 ; 例 6 一 8 是 复合 试 
验 的 例子 , 例 7 和 例 8 相对 来 说 较 难 些 . 例 5 说 明 对 一 个 给 定 的 同 题 ,可 用 不 同 观点 分 析 
随机 试验 EE, 从 而 有 不 同 的 解法 
2° 中 学 课本 “等 可 能 性 事件 的 概率 ”一 节 给 出 等 可 能 性 事件 概率 的 计算 方法 :如果 
-次 试验 中 共有 种 等 可 能 出 现 的 结果 ,其 中 事件 A 包含 的 结果 有 m 种 ,那么 事件 A 的 


概率 P(A) 一 至, 这 实际 上 就 是 古典 概率 的 定义 


在 教学 中 ,应 通过 较 简单 的 范例 (如 例 1、 例 2) 着重 分 析 :(1) 对 一 个 具体 问题 来 说 ， 
所 谓 做 "一 次 试验 "是 指 在 什么 条 件 下 做 一 次 什么 试验 ,观察 什么 , 2) 做 “一 次 试验 "有 几 
种 可 能 出 现 的 结果 , 求 出 ", 并 分 析 这 些 结果 在 所 给 条 件 下 是 否 可 认为 是 等 可 能 出 现 的 , 
《3) 所 求 事件 А 是 什么 ,什么 叫 作 做 一 次 试验 事件 A 出 现 ,A 包含 m 种 结果 是 什么 意思 ， 
从 而 分 析 如 何 求 m. 在 例题 的 配置 上 ,应 从 易 到 难 ,通过 简单 问题 着 重 讲 清 出 现 的 一 些 新 
m+. 


ҘЕ BIAR 

对 于 古典 概 型 ,概率 具有 以 下 性 质 : 

(DP(A)20: ( 非 负 型 ) 

(DPMS: (规范 性 ) 

(ЗЕ А, A: = 彼此 互 斥 РСА + А, ++ РА) = РСА) + P(A, ) + +=. 
+P(A.). (有 限 可 加 性 ) 


证 设 ” 为 古典 型 随机 试验 E 的 样本 点 总 数 . 
(DR A 包含 的 样本 点 数 为 ,由 于 字 之 0, 所 以 P(A)2>0. 


WPM. 
я 


Ë ВТА АА. KER PFD 


(3) 设 属于 A, 的 样本 点 有 ,个 , 则 P(A.) 


它们 所 售 的 样本 点 是 互 不 相同 的 . эда Š A, 包含 部 k 个 不 同 的 样本 点 . 


„Ф 


ma P Š A= 


推论 1 对 立 事件 的 概率 :对 任意 事件 A. 有 P(A)=1 一 P(A). 
:所 以 1= P(0=P(A+A)=P(A+P(A). 


这 是 概率 计算 的 一 个 重要 公式 ,在 实际 计算 中 常 被 用 到 . 

推论 2 威 法 公式 :车 ACB( 如 图 ), 则 РОВА) = РСВ) РСА). 

证 因为 A(B 一 A)=2,B=A+(B 一 A), 所 以 P(B)=P(A)+ 
P(B 一 A), 所 以 P(B 一 A)=P(B) 一 P(A). 

推论 3 车 ACB,. 则 P(A)<P(B). 

证 由 推论 2,P(B) 一 P(A)=P(B 一 A). 因 为 P(B 一 A) 宇 0, 所 以 P(A) 所 P(B). 

例 1 在 20 件 产品 中 ,有 15 件 是 一 级 品 ,5 件 是 二 级 品 . 今 从 中 任 取 3 件 , 同 其 中 至 
少 有 一 件 是 二 级 品 的 概率 是 多 少 ? 

解法 一 ” 设 A;“ 所 抽 三 件 中 ,至 少 有 一 件 是 二 级 品 "; 

Aii* 所 抽 3 件 中 , 恰 有 一 件 是 二 级 品 "; 

Ari“ ihh 3 件 中 , 恰 有 二 件 是 二 级 品 ”; 

A: "PRH 3 件 中 , 恰 有 三 件 是 二 级 品 ” 

BR A А, ‚А, {ЕНЕН ASA, +A +А,. 

МЫ РСА) = P(A, +A; А) =Р(А, › + РСА. + РСА, ) 

-e -137 
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解法 二 、 设 A 表示 所 抽 3 件 中 至 少 有 一 件 是 二 级 品 的 事件 , 则 态 表 示 所 抽 3 件 中 没 
有 一 件 是 二 级 品 , 即 全 是 一 级 品 的 事件 . 


НХ РСА) С gh РОА)=1—Р(А› =}. 
推论 4 一 般 加 法 公式 :对 任意 事件 A 与 8B. 有 
PIAUB)=P(A)+P(B)— РСАВ). 

证 因为 A(B 一 AB)= 儿 .AUB=A+(B 一 AB)( 如 图 )， 7 
所 以 P(AUB)=P(A)+ P(B— AB). y 
又 ABCB, 由 推论 2 得: (© 
P(AUB)=P(A)+P(B) — РСАВ>. 

# А,В Ш.Ш АВЕС. РСАВУ=0, ERIKA: 
P(A+B)=P(A)+ P(B). 


$. 


en 


例 2 学 校 组 织 数 学 ,作文 两 项 竞赛 , 某 班 50 名 学 生 中 有 15 名 参加 数学 竞赛 ,10 名 
参加 作文 竟 赛 ,其 中 有 5 名 是 同时 参加 两 项 竞赛 的 . 今 在 该 班 任 抽 一 名 学 生 , 问 抽 到 的 人 
是 参加 竞赛 的 学 生 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 任 抽 一 人 ,是 参加 数学 竞赛 的 学 生 "的 事件 记 为 A,“ 是 参加 作文 竞赛 的 学 生 ” 
的 事件 记 为 B. SER PAUB). 因为 A、B 不 互 斥 ,应 用 一 般 加 法 公式 得 : 

052 


РСАЏ В) = РСА) РСВ) —РСАВ)=15+10 — 
50750 


一 般 加 法 公式 可 推广 到 ”个 事件 的 情况 . 例如 先 把 AUB 看 作 一 个 事件 , 则 可 得 
P(AUBUC)= P(AUB)+ P(C) — P[(AUB)C] 

=P(A)+P(B)— P(AB)+P(C)— P(rACUBO) 

= РСАУ+РСВ) +РСС) - P(AB)— P(BC) —P(AC) + P( ABO. 

利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 , 对 于 任意 ”个 随机 事件 A，.A: А, vf 


РСА ЏАО ША) ÈPAD- E PAAD- У РАЛЛИ: 


HODU РСА. A.A. 

ЖА, АА, 彼此 互 斥 , 则 上 式 中 各 个 P(A.AD)，P(AAAND РСА ++ А, ) 
MEF. MERER: PA UA: 

这 就 是 概率 的 有 限 可 加 性 . 

з 某 园 柱 形 产品 ,只 要 底 直 径 、 高 .光洁 度 之 一 不 合格 便 为 次 品 . 设 在 1000 ТМ 
柱 形 产品 中 , 底 和 直径 尺寸 不 合格 的 15 件 , 高 尺寸 不 合格 的 10 件 , 光 洁 度 不 合格 的 20 件 ， 
这 些 次 品 中 , 底 直 径 、 高 尺寸 都 不 合格 的 4 件 , 光 洁 度 与 高 尺寸 都 不 合格 的 8 件 , 光 洁 度 
与 底 直 径 尺寸 都 不 合格 的 6 件 , 三 者 全 不 合格 的 2 件 . 今 在 这 批 产品 中 任 取 一 件 , 求 取 到 
次 品 的 概率 . 

м ”从 产品 中 任 取 一 件 , 记 

Ai" 取 到 底 直 径 尺 寸 不 合格 的 产品 "; 

呈 :” 取 到 高 尺寸 不 合格 的 产品 ”: 

C:“ 取 到 光洁 度 不 合格 的 产品 ”。 

则 所 求 概率 为 

P(AUBUC) = P(A)+ P(B) РСС) — РСАВ) — Р‹ВС›— P(AC) + P(ABC) 


=15 410} 0 4 _ 6 _ s 2 _ 29 
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000` 


说 明 1” 利用 下 一 节 几 何 概率 的 知识 ,借助 韦 思 图 可 把 P(A) 理 解 为 Q 的 面积 是 1 
单位 时 图 形 A 包围 的 面积 . 这样, 借助 下 图 ,公式 :P(AUB) 一 P(A) 十 P(B) 一 P(AB) 可 
直观 理解 为 AUB 的 面积 等 于 A 的 面积 加 上 B 的 面积 减 去 AB 的 面积 . P(AUBUC) 的 


„Ф 


ТОА) = РСА, TA +. НА.) = УРСА). 


公式 、 推 论 1 至 推论 4 的 各 结论 都 可 用 这 个 办 法 来 帮助 记忆 . 


ee ABC) 


2” 在 计算 几 个 事件 至 少 出 现 一 个 的 概率 时 ,首先 应 当 判别 它们 是 否 互 斥 . 在 中 学 课 
本 中 介绍 互 斥 事件 有 一 个 出 现 的 概率 时 ,应 通过 各 种 办 法 突出 " 互 斥 "两 字 , 如 通过 市 轧 
图 , 互 斥 即 无 交 , 亦 可 通过 举 反 例 以 加 深 印 象 . 如 :甲乙 二 人 射击 同一 目标 , 设 甲 射击 一 
发 子弹 , 击 中 目标 的 概率 是 0.8, 乙 射击 一 发 , 击 中 目标 的 概率 是 0. 9. 今 甲 , 乙 二 人 同时 
射击 一 发 , 问 至 少 有 一 发 击 中 目标 的 概率 是 多 少 ? 在 这 里 , 甲 击 中 目标 的 事件 A 与 乙 击 
中 目标 的 事件 B 是 不 互 斥 的 . 乱用 求 互 斥 事件 和 的 概率 的 公式 ,将 得 到 至 少 有 一 发 击 中 
目标 的 概率 是 0. 9 十 0.8= 1.7 的 错 解 . 

在 中 学 课本 中 , 没 介绍 一 般 加 法 公式 ,过 到 求 儿 个 不 互 斥 事件 并 的 概率 ,主要 思路 有 
二 , 今 以 求 PLAUB) 为 例 : 

一 是 把 AUB 化 为 互 斥 事件 AB ABRAB 之 和 ,然后 利用 互 尺 事件 之 和 求 概率 的 
公式 计算 , 即 

AUB=AB+AB+AB 

由 此 得 P(AU B)= P(AB) + P(A E) + P(AB). 

二 是 利用 推论 1: 

P(AUB)=1--P(AUB)=1~ PA. В). 

这 两 种 方法 再 继续 做 下 去 都 要 用 到 概率 的 乘法 公式 . 


1. 电话 号 码 由 0,1,2,…,'9 中 的 五 个 数码 组 成 (可 重复 使 用 数码 ). 从 这 些 电话 号 码 
中 任 取 一 个 , 间 它 是 由 不 同 的 五 个 数码 组 成 的 电话 号 码 的 概率 是 多 少 ? 

2. 一 块 各 面 都 涂 有 油 素 的 正方 体 , 今 把 各 被 10 等 分 ,名 成 1000 个 同样 大 小 的 小 正 
方 体 . 把 这 些小 正方 体 均匀 提 混 在 一 起 , 试 求 从 中 任意 取出 的 一 个 小 正方 体 其 两 面 涂 有 
BERME. 

3. 把 10 本 书 任意 排 在 书架 的 一 层 上 , 求 其 中 指定 的 三 本 书 排 在 一 起 的 概率 - 

4. 某 化 工 产品 要 用 3 种 原料 配制 ,每 种 原料 可 有 4 种 不 同 的 用 量 - 今 要 通过 试验 , 确 


$. 


ج 


定 每 种 原料 究竟 用 多 少 最 佳 , 设 最 佳 方案 只 有 一 个 , 今 任 选 其 中 两 个 方案 进行 试验 , 问 这 
两 个 方案 中 恰 有 一 个 是 最 住 方案 的 概率 是 多 少 ? 

5. 有 100 张 编 了 导 码 (1 一 100) 的 卡片 ,从 中 任 取 一 张 , 求 : 

《1) 卡 片 号 是 奇数 的 概率 : 

(2) 卡 片 号 能 被 10 或 11 整除 的 概率 . 

6. 把 一 要 质料 均匀 的 而 币 连 括 三 次 ,出 现 2 个 正面 1 个 反面 和 出 现 1 个 正面 2 个 反 
面 的 概率 各 是 多 少 ? 

т. 某 种 产品 90 件 ,其 中 甲 等 品 40 件 , 乙 等 虽 30 件 , 丙 等 品 20 ft. 在 运送 这 些 产品 
的 路 上 损坏 了 3 件 ,如 果 每 件 产品 损坏 的 可 能 性 相同 , 试 计 算 这 三 等 产品 中 恰好 各 损坏 1 
件 的 概率 、 

8 在 0 至 9 这 十 张 数码 卡片 中 , 任 取 4 张 排 成 一 列 . 问 能 排 威 一 个 四 位 偶数 的 概率 
是 多 少 ? 

3. 在 编号 为 1 一 20 的 20 张 卡片 中 任 取 3 张 . 问 :(1) 有 一 张 号 码 能 被 3 整除 的 概率 + 
(2) 至 少 有 一 张 号 码 能 被 3 整除 的 概率 . 

10. 今 有 4 张 写 有 1,2,3,4 数码 的 卡片 ,用 它们 任意 组 成 一 个 四 位 数 , 求 这 四 位 数 是 
“以 1 为 首位 或 以 4 为 来 位 "的 概率 . 

П. РЕЯ ЖЕРИН ЗАКРИТ, 放 癌 分 硬币 , 任 取 其 中 5 枚 , 求 总 数 超 
过 一 角 的 概率 ， 

12. 调查 某 市 教工 订 报 情况 ,有 20% 订 赔 甲 报 ,16% 订 阅 乙 报 ,14% 订 阅 两 报 , 基 中 
有 8% 订阅 甲 、 乙 两 报 .5% 订 阅 甲 . 丙 两 报 ,4% 订 阅 乙 、 丙 两 报 ,2% 订 阅 甲 , 乙 .两 三 报 , 今 
在 市 教工 中 任 抽 一 名 , 间 该 教工 至 少 订阅 一 种 报纸 的 概率 是 多 少 ? 

13. ане K ERM ЖЕНИ, НР — E X E $ 0. 025. X £ W 
各 为 0. 1, 只 要 炸 中 一 个 , 另 两 个 也 要 爆炸 , 求 投 一 弹 使 军火 岩 爆 炸 的 概率 . 

14. 一 批 产品 共 100 件 , 其 中 5 件 是 次 品 ,任意 地 取出 该 批 产品 的 一 半 进 行 检验 ,如 
果 在 50 件 产品 中 的 次 曲 数 不 多 干 1 件 . 则 访 投 产品 被 接收 , 求 读 批 产 口 被 接收 的 概率 . 


ao ea 


古典 概 型 可 以 准确 地 计算 出 某 事 件 A 的 概率 ,但 样本 点 数 为 有 限 的 约束 ,使 得 应 用 
上 受到 很 大 的 限制 .我们 可 以 用 几何 方法 解决 样本 点 数 无 限 而 又 有 某 种 等 可 能 性 的 另 一 
类 随机 试验 问题 


Ф) шаве 


例 1 在 边 长 为 4 的 正方 形 中 有 一 个 半径 为 1 的 圆 , 今 向 此 正方 形 中 随机 投 一 质点 ， 
问 此 点 落 在 圆 内 的 概率 是 多 少 ? 

分 析 由 于 投 点 的 随机 性 ,可 以 认为 质点 落 在 正方 形 中 任意 面积 相等 的 图 形 内 的 可 
能 性 是 一 样 的 ,并 且 这 种 可 能 性 与 图 形 面积 成 正比 ,质点 落 在 正方 形 中 是 必然 的 ,其 概率 
应 为 1, 因 此 所 求 的 概率 自然 应 认为 是 加 的 面积 x 与 整个 正方 形 面积 16 Ж.Ш. 

评注 一 般 地 , 设 随机 试验 EE БЫ ЖКП 中 任意 投掷 一 质点 M ,其 结果 可 能 是 区 
域 O 中 的 任 一 点 ,0 可 以 是 一 维 的 、 二 维 的 ,甚至 可 以 是 更 高 维 的 ,这 时 样本 空间 Q 是 无 
人 限 点 集 , 且 大 于 零 的 有 限 测度 (直观 地 说 .对 一 = 维 区 域 的 测度 分 别 是 长 度 .面积 , 体 
积 ) ,并 设 点 МЕП 中 的 任 一 可 测 区 域 A 内 的 概率 与 区 域 A 的 测度 成 正比 ,并 且 与 其 
位 置 及 形状 无 关 . 由 于 A 是 无 限 点 集 , 故 不 能 用 古典 概率 定义 计算 事件 "M 落 在 A 中 "的 
概率 ,但 考虑 到 等 可 能 性 , 若 以 PCA RRM 落 在 区 域 A 中 "的 概率 . 则 自然 应 定 久 


A MWK 
CELLS 


аф. 


PA= 


这 就 是 所 谓 几 何 概 型 概率 的 定义 . 

#2 两 人 相约 七 点 到 八 点 在 某 地 会 面 , 先 到 者 等 候 另 一 人 20°, 
分 钟 ,20 分 钟 等 不 到 另 一 人 即 可 离 去 , 试 求 这 两 人 能 会 面 的 概率 . ө 
№ ПАЛАЕ С.у КЖ (0<:<60.0<у< 
60) ,满足 这 样 条 件 的 一 个 点 (z,y) 就 是 本 例 随机 试验 的 一 个 样本 点 ，2d| 2 
全 体 样本 点 构成 边 长 为 60 的 正方 形 A 里 的 点 (如 图 ). 它 是 这 一 随机 
试验 的 样本 空间 , 令 A 表示 两 人 能 会 面 的 事件 ,两 人 能 会 面 的 充 要 条 可 

件 是 
1у—х|<20, а› 
E (2) 
RDE 
у21—20, 
у%х+20. 
所 以 两 人 能 会 面 的 样本 点 构成 的 区 域 A 由 图 所 示 阴 影 部 分 表示 . 


-ARER so-so 
所 以 P(A» 的 面积 0 


例 3 Е 求 它们 可 以 构成 一 个 三 角形 的 概率 . 

解 ” 如 图 , 设 所 折 两 线段 长 为 +,y, 则 另 一 线段 长 为 a 一 x 一 y. 由 于 要 把 ! 折 成 三 线 
段 ,所 以 х,у 应 满足 

=>0, 

|= 


а-х—у>0. 


上 述 不 等 式 组 的 点 是 图 中 八 HBO 内 的 点 . 这 就 是 本 例 的 样本 空间 п. 把 ! 折 成 三 段 
的 一 种 折 法 对 应 于 0 中 的 一 个 点 - 

ФА 表示 折断 的 三 线段 能 构成 一 个 三 角形 的 事件 . 折断 的 三 线段 能 构成 一 个 三 角形 
的 充 要 条 件 是 : 


„Ф 


+<. 


zty) >y ml <. 


т+у>а—х—у, 
Fe 


т<. 
+. 
ТЕ pACDE, 内 的 点 ,由 几何 概率 定义 得 


роду СОЕ HEIR _ 2 s 


AHBO 的 面积 N ге 
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评注 车 把 本 例 改 为 :把 长 度 为 a(a>>0) 的 线段 任意 折 成 三 段 , 求 它们 可 以 构成 一 个 
正三 角形 的 概率 . 容易 看 出 ,这 里 Q 仍 为 AOHB 内 的 点 ,而 事件 A:“ 折 断 的 


成 正三 角形 "只 由 AOHB 中 的 一 个 点 (号 , 生 构成 ,其 面积 为 0, 所 以 P(A 
P(A)=0, 但 是 事件 A 不 是 不 可 能 事件 ,这 是 概率 为 0 但 不 是 不 可 能 事件 的 一 个 例子 

例 4 两 人 约 好 在 某 一 地 点 会 面 ,在 时 刻 T, 到 T, 之 中 到 达 ,假定 他 们 在 T, # T, 
之 癌 的 任何 时 刻 到 达 都 是 等 可 能 的 , 试 求 其 中 一 人 必须 等 另 一 人 的 时 间 不 小 于 的 概 
ж. 


М 以 x,y 表示 两 人 到 达 的 时 刻 , 则 
= WT <r<T,.T,<y<T;). 

一 人 等 另 一 人 的 时 间 不 少 于 4 ЖЕ |r- y| >t. i 
А={(х,у)зу%т—һ R ут}, 

WH QA 的 区 域 : 


故 所 求 概率 P= ABE TT TËT): 
#5 在 长 为 1 的 线段 AB 上 随机 投 商 个 质点 тм. RALE x” 
点 A 比 点 MM 离 点 A 近 的 概率 是 多 少 ?〈 设 点 上 .AM fE AB 上 都 是 均 
匀 分 布 的 ) 
М 在 长 为 的 线段 AB 上 随机 投 两 个 质点 L,M, 设 工 离 点 A 
的 距离 为 -,M 离 点 A 的 距离 为 y, 随 机 投 两 点 , 则 Q 一 ((z,y):0<z ol & 
<1,0< <. ARA A ШМ 点 离 点 A EHEER 0 < r< < 
l 


ША (тузотуп RARR P= A MEE — 1 
96 设 二 维 点 (p,9) 在 |p| 三 1,19|<1 中 接 均匀 分 布 出 现 , 试 求 方程 иг 


$. 


0 的 二 根 ， 
《1) 都 是 实数 的 概率 p; 
(2) 都 是 正 数 的 概率 ps. 
№ 基本 事件 空间 0={(p,9): 111.191 51}. 
СВЗ ЯА ЯЯ. p Siq ЖА КМ ABMN,MN 是 抛物 线 ， 


p'=4q.lq|<1. 
р,-АВММ ИВ _ ABCD 的 面积 十 DCMN 的 面积 _13， 
2 的 面积 A 的 面积 24 
(2) 为 使 二 根 为 正 ,(p,q) 必 须 且 只 须 落 在 区 域 S 中 ， 
P Siq 
5.4 р<0 
4>0 
NDO HER 


一 人 DO 的 画 积 = 1 
区 域 5 就 是 区 域 NDO,P: 一 的 面积 45 


评注 这 里 阴影 部 分 DCMN вих хро 的 面积 为 目 , 具 体 计算 涉及 定 积分 


知识 ,这 里 忽略 ， 

例 7 两 船 欲 舍 同 一 码头 , 设 两 船 独立 地 到 达 , 而 且 各 自 到 达 时 间 在 一 坚 夜 间 是 等 可 
能 的 ( 即 均匀 分 布 的 ), 如 果 此 两 船 在 码头 的 停留 时 间 分 别 是 1 小 时 及 2 小 时 , 试 求 有 一 
船 要 等 待 空 出 码头 的 概率 . 

м 设 甲 船 到 达 时 刻 为 zx, 乙 船 到 达 时 刻 为 y, 则 基本 事件 空间 >| 
为 24 

0=((z,y)0<r<24.0<y<24). 

甲 船 停 留 时 间 [z,z 十 1], 乙 船 停留 时 间 [y,y 十 2]. 

甲 船 要 等 待 码头 ,这 意味 着 :在 乙 船 停留 期 间 , 甲 船 到 达 , 即 <: а ШР 
<у+2. 

乙 船 要 等 待 码头 ,这 意味 着 :在 甲 船 停留 期 间 , 乙 船 到 达 , 即 zy<z 十 1。 

设 有 一 船 要 等 待 空 出 码头 为 事件 A, M 

А={(х,у):у©х<у+2Щх<у<хл+1}, 


А 为 图 中 阴影 区 域 
1 1 
24X24—X23X33— Û X22X22 
P(A =A BEA _ Z 2 =0. 121. 
0 的 面积 24X24 


例 8 在 长 为 1 的 线段 AB 上 随机 放 两 点 [ 与 M, 点 工 离 点 M 比 离 点 A 近 的 概率 是 


多 少 ? 
51 Ф 


М 设 L,M 到 点 4 EM HHH т, у. MIAA L.M. ik 
П={(х,у):0<гт/,0< уч}. 


点 工 离 点 M 比 离 点 A R ERAGE SPRS 为 
lz 一 yl<z 
ses 


<< 


1055 
Skil оу 
\0<у<2х 


例 9 长 为 1 的 铁 线 随机 折 成 两 线段 , 较 长 的 一 段 再 随机 折 成 两 4， x Ng 
线段 , 试 计算 所 得 的 这 三 部 分 能 组 成 三 角形 的 概率 . j 

解 ” 设 铁 线 先 折 成 AC,CB 两 段 , 然 后 BD 再 折 成 CD ,DB М, it AC = г. |CD| 
一 y 依 题 意 ,基本 事件 空间 了 为 


o<r<4 


о<у</ 
0<ху+у<! 
所 截 三 线段 要 能 组 成 三 角形 , 则 (7,y) 在 S 中 取 ,S 为 
+ <¬ و‎ 
S++ )1-+- (< 
эу+@-—х-у)>х 


Q: 


š 
r+y>y 


ЗМ» <+ 


«< 
щн 2,5 区 域 图 . 


° _5@Ш1_1 

卫 为 (OABC) ,S 为 (4ABD) , 故 Р-р BME 3° 

9110 (最 近 星体 的 距离 的 分 布 ) 在 天 体 统计 中 ,需要 研究 下 列 问题 : 设 A 为 一 
星球 , 试 求 与 A 最 邻近 的 星 与 A 的 距离 不 超过 HEEF). 


$. 


E ”如 果 不 对 在 A 周围 的 星 的 密集 程度 作 任何 假定 ,问题 是 无 法 解决 的 ,根据 天 文 
的 观察 ,我 们 假设 : 
(оош A 为 中 心 作 一 球 C, 体 积 为 V, 以 N 表示 位 于 V 中 的 星 数 ， 则 


AQ 为 某 常 数 ) 


《2) 星 在 V 中 相互 独立 地 分 布 
以 UU 表示 中 心 为 太 , 半 径 为 z 的 球 S 的 体积 ,由 后 一 假设 C 中 星 都 不 在 S 中 的 概率 


为 (1 一 昂 ) атана U= ar 得 


тт 1-е, 
A 随 星球 A 而 异 , 如 A 为 太阳 ,由 天 文学 知识 ,可 取 X=0. 0063. 


XE mesa 


例 平面 上 画 着 一 些 平行 线 ,它们 之 间 的 距离 都 等 于 aa>0)， 
向 此 平面 任 投 一 根 长 度 为 (1<a) 的 针 , 试 求 此 针 与 任 一 平行 线 相交 
的 概率 ， 


WM ”以 y 表示 针 的 中 点 到 最 近 一 条 平行 线 的 距离 ,p 表示 针 与 
平行 线 的 交角 (如 图 1). 易 见 ,0 由 满足 0 $< <= WEE 


OBCD 内 的 点 构成 (如 图 2). 设 А 表示 针 与 一 平行 线 相交 的 事件 , 针 
能 与 一 平行 线 相交 的 充 要 条 件 是 


OSyS sing Spr. 


满足 这 不 等 式 组 的 点 构成 O 中 的 子 集 A , 据 几 何 概率 定义 得 


Аже _ 21 
AWER ra 


评注 Г 这 里 4 的 面积 计算 要 用 到 高 等 数学 积分 知识 ,这 里 忽略 . 
2° 这 是 1777 年 法 国 数学 家 薄 丰 提出 的 问题 , 称 为 蒲 丰 投 针 问题 ,由 于 最 后 答案 与 
严 有 关 , 可 利用 这 一 随机 试验 来 计算 z 的 近似 值 , 其 方法 是 投 针 N 次 , 记 下 针 与 直线 相交 


的 次 数 尾 以 频率 总 作为 概率 P(4) 的 近似 值 代 人 上 式 得 


PA= 


„Фф 


ин 
Е 
本 例 是 蒙特 卡 洛 方法 (以 概率 论 为 基础 的 一 类 计算 方法 ) 的 简单 例子 ,由 于 电子 计算 
机 的 发 展 ,近年 来 ,蒙特 卡 洛 方法 在 迅速 发 展 . 
3” 可 以 证 明 几 何 概率 具有 与 古典 概率 类 似 的 非 负 性 ,规范 性 及 可 加 性 (可 列 可 加 
性 ,这 里 略 去 . 
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1. ЕЕИЕЖАЙ, ЕБЕЛЯЖЕНУНИИХЛА, В, ATEREA T NE h. 
ЖЕНА 1， 某 一 分 子 落 入 A 的 概率 . 

2. 连接 甲乙 两 镇 的 长 为 2a(a>>0) 的 电话 线 被 台风 吹 断 (如 图 所 т z 
ж.ж п. 


《CD 断 志 在 号 与 经 之 同 的 概率 э. 

《2) 断 皮 与 两 镶 中 点 的 距 商 不 超过 忆 的 概率 р. 

З Аб ЕИИНЕННЫ. 如 果 这 些 驴 与 大 直 于 弦 的 直径 的 交点 在 该 直径 上 
的 位 置 是 等 可 能 的 , 求 这 些 平行 纺 中 的 任 一 条 的 长 度 大 于 R HMR. 

4. ЕВ В[О,] УВЕЛА, ИЖ ВА ОНЕАНЕЖИВИНА-ЛЕЯЯ 
ии». 


ал masmi 
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1. 等 可 能 事件 的 概率 
若 在 一 次 试验 中 及 种 等 可 能 出 现 的 结果 ,而 事件 A 包含 的 结果 有 m 种 , 则 事件 A 


МИР. 


2. 互 斥 事件 有 一 个 发 生 的 概率 

ЖИТА НВ 互 斥 , 则 事件 A 十 有 发 生 的 概率 等 于 事件 A MB 分 别 发 生 的 概率 和 ， 
即 P(A+B)= РСАУ РСВ). 

3. 相互 独立 事件 同时 发 生 的 概率 

车 事件 A 和 B 相互 独立 , 则 事件 A，B 发生 的 概率 等 于 事件 4 和 8B 分 别 发 生 的 概 
ЖЕ. РСА + B) = РСА) + РСВ). 

A.n 次 独立 重复 试验 事件 A 恰好 发 生 太 次 的 概率 

若 在 一 次 试验 中 某 事件 A 发 生 的 概率 为 户 , 那 么 在 ”次 独立 重复 试验 中 这 个 事件 A 
恰好 发 生 次 的 概率 P(O =C OA ру =O, n), 

5. 对 任意 的 事件 A ЯВ. Ж P(A 十 B)= P(4) 十 P(B) 一 P(AB). 

6. 对 任意 的 事件 A НВ. А-ВЖЖА 发 生 且 B 不 发 生 . 则 有 P(A 一 B)=P(A) 一 
P(B). 

7. 条 件 概率 

PCAB) 


Ë A.B E iB. B P(B)>0, 则 称 PAB) = "реву 为 在 事件 B 发 生 的 条 件 


下 ,事件 A 发 生 的 条 件 概率 . 若 РСА В) = РСА). A MB 相互 独立 . 
r: 


8. 全 概率 公式 
如 果 样 本 空间 1 可 以 分 拆 为 B... B... 


B., 即 B,UB:U…UB,=1, 并 且 B,N B; = 


УРСА | BYP(B). 


(Si<j<m) ,那么 事件 A 发 生 的 概率 P(A 
9. 贝 叶 斯 公式 
BE Bı Bire, B. 是 1 的 分 拆 , 则 有 PCB | А›= АВО — PABO PBO 
EPAIBIPB,) 
10. 若 离 散 型 随机 变节 的 所 有 可 能 值 为 ， … 以 及 它们 的 概率 P= 
т) = р, Ерл. р + z: 二 I.p. 十 … 为 的 数学 期 望 , 称 DE= p Cr, ~ED + 
реб EO! +++ р(х, 
ЖЖ, ФЕ(ау +5) =«ЕУНЬ 
Фра =a DY, 


ДУ паз 


M1 8 次 射击 ,命中 3 次 ,其 中 恰 有 2 次 连续 命中 的 概率 是 多 少 ? 
分 析 这 是 古典 概 型 ,分 别 计算 出 此 事件 包含 的 结果 数 和 所 有 结果 数 计算 便 得 ， 
№ 将 2 次 命中 与 1 次 命中 的 情形 看 作 2 个 元 素 ,插入 5 个 位 子 的 6 个 空 ,可 知 符合 


条 件 的 情形 有 Р1=6х5=з0 种 ,而 所 有 情形 的 总 数 为 CI 一 ТЯ = 56, 故 所 求 的 概率 


30_15 
35628: 


例 2 如 图 所 示 , 四 边 形 ABCD 被 其 对 角 线 分 为 4 个 不 


р 
同 的 二 角形 AO4B，AOBC，AOCD，AOA4D. 若 每 个 三 角 y 
形 用 4 种 颜色 中 的 一 种 涂 染 ,那么 ,出 现 相 邻 三 角形 均 不 同色 [> 
的 四 边 形 的 概率 是 多 少 ? SSS 


分 析 ЯН 5.5.5.5 依次 记 AOAB, AOBC, ° 
AOCD,AO4D, 可 按 S, 和 S, 同色 与 S 和 S, 不 同色 分 类 讨论 计算 . 

м Ш 5,.5,.5,.5, 依次 记 AOAB,AOBC.AOCD,AOAD, 显 然 , 若 不 考虑 
相 邻 三 角形 要 求 , 则 有 4° — 256 种 涂 法 . 

下 面 先 对 S Я 5, же. 

(DS, #15, 同色 ,它们 共有 4 种 选择 ,对 每 一 种 选择 ,S, 和 5, 各 有 3 种 选择 .所 以 此 
时 共有 4X3X3=36 种 不 同 的 涂 法 . 


$. _ 


(DS, 和 S, 不 同色 ,它们 共有 Ci 一 12 种 选择 ,对 每 一 种 选择 , S; 和 S, 各 有 2 种 选 
择 , 所 以 此 时 共有 12х2х2=48 种 不 同 的 涂 法 


ji Bê _ 21 


Kı 

例 3 ЕЕЗ 个 球 ,每 个 球 上 都 记 有 从 1 到 35 8 个 号 码 , 设 号 码 为 n 的 球 重 
{( 守 一 Sn 十 23} 克 ,这 些 球 以 同等 的 机 会 (不 受 其 重量 的 影响 ) 从 袋 里 取出 , ВРУ 
任意 取出 两 球 , 则 它们 重量 相等 的 概率 是 多 少 ? 

分 析 ” 先 确定 两 个 球 重量 相等 的 特征 ,之 后 便 可 求 得 此 事件 包含 的 结果 总 数 ， 


№ ROBA и 的 两 个 球 重 量 相等 , 则 有 (等 一 5n+23) 一 (圭一 5m+23), 且 天 
т. ВЫ m+n=15. 
解 得 (an,m) 一 (1.14),(2,13),(3,12)，…(14,.10) ,共有 14 种 情况 ,所 以 取出 两 球 , 重 


LEL 


例 4 Hn + A Bü8L ЕН Юя N (n N) @] FP Ж: POR F PJ ЕН ЖК. А = 
{指定 的 nn 间 房 中 各 有 一 人 },B 一 { 恰 有 nn 间 房 ,此 中 各 有 一 人 1,C=! 某 指定 的 房 中 恰 有 
ттл) АЛ). 

ЯМ ЯРИНА ЕВ, ЕС 所 包含 的 事件 总 数 ;对 于 事件 入, 对 于 指定 
的 间 房 ,第 一 人 可 分 配 到 间 房 的 任意 一 间 . 有 种 分 法 ,第 二 人 可 分 配 到 余下 的 n— 1 
闻 房 中 的 任 一 间 , 有 "一 1 种 分 法 . 依 此 类 推 ,得 到 A 共有 n! 种 分 法 ;对 于 事件 B ,因为 n 
间 房 没有 指定 ,所 以 先 在 N 间 房 中 任意 选 出 间 房 , 有 Су 种 选 法 . 对 于 选 出 的 这 间 
房 ,按照 前 面 的 分 析 , 可 知 B 有 Cin! 种 分 法 ;对 于 事件 C, 由 于 m 个 人 不 是 指定 的 ,应 先 
从 个 人 中 任意 有 C; ВА. RRN н-т 个 人 可 任意 地 分 配 到 剩 下 的 N 一 ! 间 
房 中 ,共有 (CN 一 1)"“ 种 分 配方 法 . 

М 把 ”个 人 等 可 能 地 分 配 到 N 间 房 中 去 ,由 于 没有 限定 每 一 个 房间 中 的 人 数 , 故 
是 一 可 重复 的 排列 问题 ,这 样 的 分 法 共有 N 种. 

对 于 事件 A, 对 于 指定 的 间 房 ,第 一 人 可 分 配 到 间 房 的 任意 1 间 , 有 种 分 法 ,第 
二 人 可 分 配 到 余下 的 n1 间 房 中 的 任 一 间 , 有 ”一 1 种 分 法 , 依 此 类 推 ,得 到 A 共有 ml 
种 分 法 , 故 PCA) = Te. 

对 于 事件 B ,因为 ” 间 房 没有 指定 ,所 以 先 在 N 间 房 中 任意 选 出 ” 间 房 ,有 Су 种 选 
法 . 对 于 选 出 的 这 间 房 .按照 前 面 的 分 析 .可 知 B Cin! 种 分 法 ,从 而 P(B) 一 SH. 
对 于 事件 C. 由 于 m 个 人 不 及 指定 的 ,应 先 从 个 人 中 任意 选 出 ,有 С: 种 选 法 ,其 余 


的 mn 一 m 个 人 可 任意 地 分 配 到 剩 下 的 N 一 ] 向 房 中 ,共有 (CN 一 1)" “种 分 配方 法 . 故 C 中 
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MS Еее ЗЕ РЕНН ВИКИ дея 
жатуга PER РЕНН 222 (在 我 们 的 问题 中 ,假定 每 次 比 
赛 帮 是 一 胜 一 负 ,没有 打 成 平 手 或 同归于尽 的 情况 ,并 且 由 于 选手 的 实力 不 明 .我 们 假定 
每 个 人 胜 或 负 的 概率 为 了 7 

分 析 “ 先 看 几 种 简单 的 情况 ,狂想 出 结果 ,之 后 由 特殊 到 一 般 用 数学 归纳 法 证 明 - 

М BP 名 骑士 所 对 喇 杀 时 ,四 与 乙 在 比赛 中 相遇 的 概率 为 p.， 

n=l Rf. p= RH 2 名 选手 ,他们 必然 相 过 )- 

时 ,不 妨 设 挛 生 兄弟 中 的 甲 排 企 1 号 位 置 ,如 图 


兄弟 在 第 ТЕА 个 位 置 :2.3.4 号 中 占据 2 | | 
узвии а (7) Sg ZAR 2.3.4 号 位 置 中 ال‎ 


的 3 或 4 SERRA лато KERBER H=., 


= 


Р 1.2 14 Кр: 
ннз н ниает) +тх(т) T 
Н ВЯ. 

我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 : 

假设 命题 对 "一 1 成立. 考虑 "的 情况 、 
不 妨 设 甲 在 1 号 位 置 ,这 时 有 2 种 情况 . 
1. 乙 也 在 上 半 区 . 


乙 在 上 半 区 的 概率 为 2 


1( 占 据 2 一 2- 号 中 的 2 一 2 号 ) ,而 由 归纳 法 候 设 ,在 上 
半 区 的 兄弟 二 人 相遇 的 慨 率 为 于 

2. атк. 

乙 在 下 半 区 的 概率 为 


:而 兄弟 相遇 必须 两 人 都 进入 决赛 , 即 各 赛 "一 1 场 ,概率 


为 起 -因此 ,所 求 概率 为 


х[? кетр] 


kat 
т 


评注 面 对 较 复杂 的 事件 , 认 清 问题 实质 ,合理 运用 互 斥 事 件 的 加 法 公式 和 相互 独 
立 事件 的 乘法 公式 ,结合 数学 归纳 法 解决 问题 ,是 研究 概率 问题 的 有 效 手段 . 

例 6 一 位 吸烟 的 数学 家 , 左 、 右 口袋 里 各 放 一 盒 火 此 ,每 售 n R. 每 次 用 火柴 时 , 随 
机 地 摸 一 个 口袋 取 火 柴 , 求 : 

《1) 第 一 次 措 到 一 盒 空 ,而 另 一 盒 恰 剩 "(r 一 0.1 

{2) 在 第 一 次 用 完 一 盒 火 柴 时 , 另 一 盒 恰 剩 r( 

这 是 波兰 数学 家 巴 舒 赫 (S, Banach.1892 一 1945) 提 出 的 问题 . 

分 析 第 一 次 摸 到 一 盒 空 ,而 另 一 盒 愉 剩 r(r 一 0.1,…,n) 根 这 个 事件 是 如 下 两 个 互 
斥 事件 的 和 ,一 征 先 摸 到 左边 的 火柴 盒 空 ,而 布 边 价 剩 " 根 : 二 是 先 摸 到 右边 的 火柴 盒 
室 , 而 左边 恰 剩 根 . 而 第 一 个 事件 又 是 如 下 两 个 相互 独立 事件 的 积 ,一 个 是 吧 nH (n 
中 =2n 一 r 根 火柴 ,其 路 根 取 白 左边 .n 一 r 根 取 自 右 边 , 另 一 个 是 第 2" 一 ”十 1 次 取 火 柴 
是 在 左边 肥 , 故 运用 乘法 和 加 法 公式 即 可 解决 问题 (1), 同 理 也 可 解决 问题 (2). 

№ 〈1) 先 设 摸 到 左边 的 火柴 盒 空 ,在 这 事件 发 生 之 前 ,其 取 过 n+ (n 一 让 一 2n 一 + 


MAR JEP n RD. епа ШИШ С. (К) (7) 


而 第 2n— r + 1 K R X Ж Jë fE ЛЕ Wa C IB ix K RK @ E 5 ИЖ 为 十. 所 以 摸 到 


AKERE TEMEN r тюн с... (7) (3 


иж. ü pJ {гш AKRA s> fi Ze 56 r 根 的 概率 也 为 


HORI AETA юнан.) (+) т 
D 与 (1) 类 似 ,前 2 一 "一 ! 根 火 柴 有 一 1 根 取 自 左 ( 右 ) 边 ,n 一 r 根 取 自 右 ( 左 ) 


边 ,最 后 1 根 也 取 自 左 ( 有 ) 边 .概率 为 2 (+) (2) х= = 
评注 对 事件 杯 身 的 分 析 很 重要 .车 请 事件 的 本 质 是 解决 问题 的 关键 

т 甲 , 乙 .再三 人 约定 采用 游戏 手枪 互 对 比赛 ,方式 是 按 甲 . 乙 . 丙 的 顺序 轮流 各 
射 一 栓 ( 射 洁 目 标 可 自行 选择 ), 周 放 复 给 ,直至 仅 窜 -人 未 被 击 中 (被 击 中 者 当然 立即 例 
下 ,不 能 再 射击 了 ). 

如 果 甲 击 中 目标 的 概率 为 0.3, 乙 击 中 目标 的 概 幸 为 1( 百 发 百 中 .从 不 失手 ) ,再 击 
中 目标 的 概率 为 0.5, 间 四 应 采取 什么 策略 , 即 他 第 一 枪 应 打 向 嗓 里 ,最 后 获胜 的 慨 率 最 
к 

ЗСО Ж. REIT. 

解 ” 如 果 甲 第 一 枪 打上 内 .那么 击 中 的 概 幸 为 9. 3. 但 在 两 被 一 枪击 中 时 . 乙 一 枪 即将 


— 1 


PRE Er DL di РЕЖ ШЖ. 在 甲 未 击 中 两 时 , 乙 应 当先 开 枪 打 危险 性 更 大 的 再 
《 丙 的 命中 率 0. 5> 申 的 命中 率 0. 3) ,在 两 被 乙 击 中 后 .有 0. 3 的 机 会 获胜 ( 即 最 后 剩 下 的 
人 是 甲 ) 因而 在 甲 第 一 枪 打 再 时 , 甲 获胜 的 概率 为 (1 一 0. 3) X0. 3=0. 7x0. 3=0. 21 
0.3. 

如 果 甲 第 一 枪 打 乙 ,那么 击 中 的 概率 为 0. 3. 在 乙 被 击 中 时 , 丙 、 甲 轮流 互 射 , 甲 胜 的 
Мао. 5X0. 3+0. 5X0. 7X0. 3+0. 5° ХО. 7° 0. 34+ =0.5х0,3х[1+0,5Х0,7 


+(0,5X0.7):+ 7755713. 
在 乙未 被 击 中 时 , 乙 先 击 中 两 ,然后 甲 . 乙 互 射 , 甲 获胜 的 机 会 为 0. 3. 因此 , 甲 第 一 枪 
打 乙 ,获胜 的 概率 为 0 эх +а 0.3)X0.3. (e 


由 于 言 <0.3, 所 以 Cw )<0. 3. 


两 种 选择 ( 打 丙 或 打 乙 ). 甲 胜 的 概率 都 小 于 0.3. 

其 实 , 甲 还 有 第 三 种 选择 , 邮 他 第 一 枪 不 打 丙 也 不 打 乙 ,向 是 朝 大 放 
打 丙 . 甲 再 打 乙 ,四 获胜 的 概率 为 0. 3. 

因此 , 甲 的 最 佳 策略 是 第 一 枪 应 放空 枪 . 

例 8 某 公司 需 要 录用 一 名 秘书 ,共有 10 AMZ. 公司 经 理 决定 按 报名 的 顺序 连 个 
面试 ,前 三 个 人 面试 后 一 定 不 录用 , 自 第 四 个 人 开始 将 他 与 前 面 的 人 比较 ,如 果 他 的 能 力 
超过 前 面 所 有 面试 过 的 人 ,就 录用 他 ;否则 就 不 录用 ,继续 面试 下 一 个 . 如 果 前 9 个 人 都 
不 录用 ,那么 就 录用 最 后 一 个 面试 的 人 . 

假定 这 10 个 人 的 能 力 各 不 相同 ,可 以 按照 能 力 由 强 到 弱 排 成 第 1. 第 2,… 10. 以 
A, 表示 能 力 第 k 的 人 能 被 录用 的 不 同 报名 顺序 的 数 日 . 

RIE: СОА >A: А, =A, = Ap. 

(2) 有 超过 70%% 的 概率 录用 到 能 力 最 强 的 3 个 人 之 一 .而 只 有 不 超过 10% 的 概率 录 
用 到 能 力 最 絮 的 3 个 人 之 一 . 

分 析 (1) 以 B, 表示 能 力 第 k 的 人 能 被 录用 的 不 同 报名 顺序 组 成 的 集合 ,考虑 由 B, 
到 В, -2<As10) 构 成 的 单 射 即 可 . 

《2) 研 究 录用 到 能 力 最 强 的 3 个 人 之 -时 考虑 前 王位 和 第 十 个 位 置 ;研究 录用 到 能 
За з 个 人 之 -时 考虑 1， 

М DEHA AHAH k IF EO 0) 被 录用 的 一 种 排列 .将 大 与 & 一 1 对 
调 , 得 到 -1 被 录用 的 一 种 排 询 .所 м. АЗ. 4 EN А+2. +1. kak 
一 1 的 排列 是 一 个 k 一 1 % ЖИИ НЕ 5—1 5 k 对调, 得 到 的 不 是 & 被 录用 的 排 
列 .所 以 А, SA: >e DA. Х 8.9,10 只 有 企 第 10 位 才 可 能 被 录用 .这 时 将 上 一 1 УСЕ 


$. 


枪 ,然后 乙 


一 9 或 10) 对 调 ,k 一 1 被 录用 的 排列 变 成 被 录用 的 排列 . 所 以 A. 
(2) 8.9,10 中 有 一 个 被 藉 用 时 .他 们 中 有 一 个 在 第 10 位 ,概率 是 言 : 开 二 这 时 1 必 


一 Au 


ячЕй =m ЖЖ. ик жел ай тли рх — 


1 在 第 k 十 1 ROSES БАЙ .前 上 位 由 最 小 的 数 出 现在 前 3 шшк. 


томлар (FT 


2 在 第 4 十 1 位 (3 二 ts<8) 的 概率 为 凸 . 这 时 1 在 后 9 一 《位 的 概率 为 2 .2 被 录用 


REKAT xX Ê x ı2 在 第 10 位 的 概率 为 二 .这 时 1 在 前 3 位 的 概率 为 二 ,2 被 录用 


юж x 
0. 1986904; 
同样 3 在 第 & 十 1 位 ( 


. 所 以 2 被 录用 的 概率 为 证 


<8) 的 概率 为 让 .这 时 1.2 在 后 9 一 人 位 的 概率 为 2 


Eo YA Ta.! 


Tha ME E x ÊÊ x Жыз 在 第 10 ОЖ 1 在 前 3 位 


Ке обе Зы 3 被 录用 的 概率 为 让 X $ x 


6X5 5X4 3х2 2х1 FHL) =0. онт. 


(азва 8X6 8X7 
因此 录用 能 力 最 强 的 3 个 人 (1,2,3) 的 概率 是 以 上 3 个 概率 之 和 0. 39869047... + 


因此 01 就 是 不 被 录用 的 概率 . 


例 9 某 电 器 商 经 过 多 年 的 经 验 发 现 本 店 每 个 月 售 出 的 电 冰 箱 的 台数 是 一 个 随机 变 
量 , 它 的 分 布 如 下 表 : 


Ê 


] E m" 12 
£ 


1 
|ы, | 
P IR 2 таар 27 12 


设 每 售 出 一 台电 冰箱 电器 商 获 利 300 ж. t f # Жн ñi ld ЕТЕНЕ. fF f ê AF 
花费 保养 费 100 元 . 问 电器 商 月 初 购 进 多 少 台电 冰箱 才能 使 自己 月 平均 收益 最 大 ? 
分 析 将 电器 商 每 月 的 收益 表示 成 为 月 初 购 进 台数 的 两 数 , 求 出 其 数学 期 望 即 可 . 


“фр 


М RADARRAK я уа<у<1, AREA MK A gT y 
是 随机 变量 s вза gh Р 
fa00y—100(y— ,<y 

因此 电器 南平 均 每 月 的 收益 就 是 5 的 数学 期 望 .Ey 一 300y(P, 十 十 … 二 :十 
[300 一 100(y 一 1)]P, +[2X300—100(y—2)]P, + «+ [300(y — 1) — 1001P, , 


La у 
Е 2-y+1) + [300 - 
300у012—У+1) * T+ [2% 


当 y=9.5 时 ,也 就 是 电器 商 月 初 购 进 9 台 或 10 台电 冰箱 时 .收益 最 大 . 

#10 甲 与 乙 比赛 4 次 .并 将 胜 负 的 次 数 累计 下 来 .如 果 每 -次 比赛 各 有 50% 的 获 
胜 机 会 , 求 甲 胜 的 次 数 始终 超过 乙 的 概率 . 

分 析 ”考虑 双方 胜 的 次 数 至 少 有 一 次 州 等 的 概率 . 

№ ”如果 甲 胜 的 次 数 越过 乙 的 次 数 ,那么 在 整个 比赛 进程 中 , 不 会 出 现 双方 胜 的 次 
数 相等 的 情况 ， 

反 过 来 ,如 上 双方 胜 的 次 数 总 不 相等 ,那么 由 于 申 、 乙 势均力敌 . 申 不 倒 乙 的 概率 应 
当 等 于 乙 压 倒 忠 的 概率 ,各 占 双方 胜 的 次 数 总 不 相等 的 屋 率 的 一 半 ， 

而 双方 胜 的 次 数 总 不 相等 的 概率 又 等 于 1 减 友信 方 胜 的 次 数 至 少 有 一 次 相等 的 概 
8. 因此 ,只 要 求 出 双方 胜 的 次 数 至 少 有 一 次 相等 的 概率 


围 共 胜 工 次 的 概率 为 C2tm 次 比赛. 胜 负 的 情况 有 2- 种 . 甲 肚 Kt C: 种) 


于 是 出 现 双方 胜 的 次 数 相等 的 候 率 为 
Gu pn 


NPMP 
= Czy +38 Bk 


从 而 ,不 出 现 双 方 胜 次 ( 胜 的 次 数 ) 相 等 的 概率 +S 


$. 


© 


тнк них 


ХЕ sees 


—К 10 颗 般 子 , 已 知 至 少 出 现 一 个 一 点 , 问 至 少 出 现 两 个 一 点 的 概率 是 多 少 ? 
№ 设 4=! 至 少 出 现 一 个 一 点 },B={ 至 少 出 现 两 个 一 点 }, 则 所 求 概率 为 PCB|A) 


sipB- ВА) Ry BEER Л). ВА 【恰好 出 现 一 个 一 

点 }, 于 是 PB | 4) = 105 мо, 3230, Н P(A) =1 — P(A) = 1— SF 40, 8385. i 
у РОВА) 

P(B| А) = 80 


“同步 恰 测 


一 选择 是 
1. 一 介子 中 有 蓝 、 绿 两 色 球 ,其 中 有 6 DER. 如 果 从 袋子 中 任 取 一 球 , 是 监 球 的 概 


闽 是 十 ,那么 化 竹中 良 球 的 个 数 为 ( O 

А. 12 В. 18 С. 24 D. 30 

2. 在 12 面 般 子 上 .数字 1,2,3.4 НИИ. К 5.6.7.8 SF üu. ut 3. + 
的 12 面 各 面 出 现 的 要 率 是 相同 的 .这 个 12 HR FM Я РИВНЕ 6 HERE 
‹ ) 


1 5 М 
бу B. 证 © D. 


1 
ER т,у,: 参加 一 场 无 平局 的 比赛 ,如 时 HAREA 1,y 的 输赢 之 比 


3. 
为 2 43, 那么 = 的 输赢 之 比 为 (  о‹ынашагкяранн anna я) 


А. 14:3 В. 13:4 С.17:3 0.17 :4 
4 在 盒子 中 有 十 个 相同 的 球 ,分 别 标 有 号 码 1.2,…,10, 从 中 任 取 一 球 , 则 比 球 的 号 


码 为 偶数 的 概率 为 《 ) 


у 
GT * 


ZASE 
5. ЖАН 把 钥匙 ,其 中 有 一 拒 可 打开 房 门 ,但 忘记 了 开房 门 的 是 哪 一 把 ,于 是 他 这 
个 不 重复 地 试 开 , 则 恰好 第 三 次 打开 房 门 的 概率 是 


6. 从 0,1,2,…,9 这 10 个 数 中 取 3 个 数 ， ЕЕ HR RH MF 


7. 从 10706 F + PYAR t. EHH KOLET E йк EMA AR, 
则 mtn= 

8. пй. 编号 为 1,2,3,4,5, 从 中 任 取 3 球 ,以 了 表示 取出 的 球 的 最 大 号 
МЕ 

9. 抽 层 里 有 红 、 蓝 两 种 颜色 的 袜子 ,最 多 1991 K. 着 当 不 故 回 的 任 取 两 只 则 它们 同 
СТЕРТІ 多 有 ا‎ 


10. RN-HEE 5 ХЕШНИВ 1 分 .反面 出 现 得 2 分 , 则 怡 好 得 分 的 概率 为 


HAF. 


П. 某 工厂 有 四 条 流水 线 生 产 同 一 种 产品 ,该 四 条 流水 线 的 产量 分 别 占 总 产量 的 
15%,20%.30%,35%. X ik DRAKA f + Š É 8 ЖЖ 0, 05.0. 04,0. 03.0, 02, Ж 
KHU ВФЕ MU fF , ê от . 

12. ХВИВЕ-ХЯЖЕКИИНЯ O2 ИЕЖЕКЮНОХ ЕТК. 着 
一 周 5 个 工作 日 里 均 无 故障, 可 获 利润 10 万 元 ,发 生 一 次 故障 可 获 利 5 万 元 ,只 发 生 两 次 
故障 可 获 利 0 万 元 ,发 生 三 次 或 三 次 以 上 故障 就 要 亏损 2 万 元 . 则 一 周 内 期 望 利润 是 


解答 是 

13. 某 人 写 了 3 封 信 , 有 3 个 信封 ,然后 把 3 封 信 随意 地 套 入 3 个 信封 , 问 至 少 有 一 
封 信 磁 对 了 地 址 的 概率 是 多 少 ? 

14. 在 一 个 给 定 正 (2n 十 1) 边 形 的 顶点 中 随机 地 选取 三 个 不 同 的 预 点 ,如 果 任 何 一 种 
取 法 的 可 能 性 是 相等 的 , 求 这 个 正 多 边 形 的 中 心 位 于 随机 所 取 三 点 构成 的 三 角形 内 部 的 
из. 

15. KEKRAREF ЕТЕШ ЕЕК. EEK- M $E T 8 Eq T 
员 照 顾 的 概率 分 别 为 0.9,0.8,0.7. 假 设 各 个 柜 面 是否 需要 双关 互相 之 间 没 有 影响 , 求 在 
AANDRA (ПЛЯЖЕ ИЯЕЕКЯНЫНИХ. (2) 三 个 柜 面 最 多 有 一 个 需要 售 贷 
B 8 FO 3. (3)Z 3EBR £ p f — AS E f ⁄ F S 9 5 P 4. 


$. 


16. ЖА ЖЕ + ЖЕКЕ ЙА. ESET B 3 E FE. E SEFERI RELEASE 


0 站 ,第 1 OTE 100. -ЖЕЗЯНЕЖОХ. EEE EELEE ELTETE 
ХЕ EF ВНИЯ-ЖСХЕНЕ-О: Е КЕ, RF ANASO R ER 
12), Е НИТЯНЯ 99% ВНЖ ЖЖЖ 100 站 (失败 全 中 营 ) 时 ,该 游戏 结 
A.A ЖАНЕ n BARE 9 Pu 

ODR P,P, Pa 的 值 ; 


DREP, P. = TCP. 


(DR Ps 及 Po hth. 

17. ВЕН, Ф AREEN EREKE A 0.01, КЕЛА 
年 期 万 元 以 上 家 庭 财产 保险 ,参加 者 需 交 保险 费 100 元 , 若 在 一 年 内 ,万 元 以 上 财产 被 
次 ,保险 公司 赔偿 a(a>100) P a 如 何 确定 ,可 使 保险 公司 获 益 ? 

18. 一 项 “过 关 游 戏 "规则 规定 :在 第 闻 关 要 抛 搓 一 颗 琢 子 咱 次, 如果 这 六 次 抛掷 所 出 
现 的 点 数 之 和 大 于 2", 则 算 过 关 . Fl: 

(1) 某 人 在 这 场 游 戏 中 最 多 能 过 几 关 ? 

(2) 他 和 连 过 前 三 关 的 概率 有 多 少 ? 

( 注 : 艇 子 是 一 个 在 各 面 上 分 别 有 1,2,3,4,5.6 点 数 的 均匀 正方 体 , 抛 揭 艇 子 落地 静 
止 后 ,向 上 一 面 的 点 数 为 出 现 点 数 ) 

19. 将 编号 为 1,2,…,9 的 九 个 小 球 殖 机 放置 在 圈 闭 的 九 个 等 分 点 上 ,每 个 等 分 点 上 

有 一 个 小 球 , it B B: 有 裙 邻 钠 球 号 码 之 差 的 绝对 值 之 和 为 :, 求 使 5 达到 最 小 值 的 
放 法 概率 ,( 注 :如 果 某 种 故 法 ,经 旋转 或 镜面 反射 后 可 与 另 一 种 故 法 重合 , 则 认为 是 相同 
的 放 法 ) 

20. 剧院 售票 窗口 前 2n 个 人 排队 买 票 ,每 张 球 5 元 ,每 人 买 一 张 票 ,其 中 中 个 人 只 有 
“KRN PARAKEET. 开始 售票 时 ,售票 窗口 无 钱 可 找 , 求 2n 个 人 都 能 顺利 买 
票 ,不 会 固 售票员 无 传 可 找 而 等 候 的 髓 率 是 多 少 ? 


一 \ 几 个 基本 原理 

1B 着 位 中 还 有 一 个 1 ,这样 的 数 有 СА; 一 216 个 ,着 后 三 位 中 不 含 1, 则 可 
从 0,2,3,4,5.6,7.8,9 这 九 个 数 中 任 取 两 个 ,有 Ci =36 种 取 法 ;之 后 从 中 取出 一 个 作为 
百 位 ,十 位 或 个 位 上 的 数字 ,有 СОС =6 种 方法 :最 后 把 剩余 的 一 个 教 坑 入 另外 两 个 空 
位 , 故 有 36X6 一 216 个 . 故 共 有 216 十 216 一 432 个 满足 条 件 的 数 . 

2.2 7 位 号 码 可 有 107 个 ,6 位 号 码 可 有 O A ARAT 位 号 码 比 采用 6 位 号 码 多 
装 的 电话 门 数 为 10 — 10°. 

3D 设 这 2007 ЛАФИЯ: А, .А “它们 从 左 到 右 依次 分 布 在 一 条 数 轴 
上 ,这 些 点 从 左 到 右 对 应 的 实数 分 别 为 :al sas ssh Ф а tasata СО) 
2007). Ж.В А, А, AA te A An 的 中 点 两 两 不 同 , 共 计 有 2006 个 ! 同 理 ,线段 
А: Азы «Аз Азиз see Азы As. Ё ФАВИЖЯ, НЯ 2005 个 . 车 这 两 组 中 点 中 有 重合 
М.КАА, fz A.A: (25 272006) H P Ф Ф.Й а, +a, =a, Чань, А 
而 有 ,asm а, "a, а,. а а, ЯД. а > ~a, R аз: >a, É ass ~a >a, aj 
ЖИ. 从 而 , 互 不 重合 的 中 点 至 少 有 4011 4. 

4.4009 角形 内 有 加 个 点 时 ,可 以 组 成 三 角形 的 个 数 为 4, 则 al 二 3. ov- а, 
+2, а,=3+2(н—1)=2п+1,ЙГИ шы, = 4009. 


5.43 条 ROM W OR лап — 2220. F BH а220.0<0. ()с=0 B a f 3 f 


取 法 内 有 3 种 取 法 .排除 2 个 重复 (3r 一 3y 一 0.2r 一 2y 一 0 01—50 为 同一 条 直线 )， 
故 这 样 的 直线 有 3X3 一 2 一 ?7 条 ;(2)c 关 0 时 .a 有 3 种 取 法 ,bh 有 3 种 取 法 ,c 有 4 fikk. 
且 其 中 任意 两 条 直线 均 不 相同 . 故 这 样 的 直线 有 3X3X4 一 36 条 .从 而 符合 要 求 的 直线 
共有 ?7 十 36 一 43 $. 

6. 解 :着 千 位 数字 为 4 或 6, 这 时 千 位 数字 有 2 种 选 法 .个 位 数字 有 4 种 选 法 , 百 位 


=. 


кх 


数字 有 8 种 选 法 ,十 位 数字 有 7 种 选 法 ,所 以 共有 2X4X8X7 二 448 个 数 符合 要 求 . AE, 
若 千 位 数字 为 5, 有 1X5XS8X7 一 280 个 偶数 符合 要 求 . 

所 以 共有 448 十 280 一 728 А. 

7. 解 :从 左 到 右 151 个 互相 平行 两 两 距离 为 1 的 平面 与 对 角 线 有 151 个 交点 ,将 对 
ЯН Я 150 Е. 同 祥 , 从 上 到 下 、 从 前 到 后 的 两 两 距离 为 1 的 平面 又 增加 一 些 分 点 , 除 
去 对 角 线 的 一 端 外 ,共有 150 十 324 十 375 一 (150,324) 一 (150,375) 一 (324,375) 十 (150， 
324,375)=768 个 分 点 ,将 对 角 线 分 为 768 段 .每 段 属 于 一 个 单位 立方 体 , 即 对 角 线 穿 过 
768 个 单位 立方 体 . 
解 : 设 P,P. 
可 见 从 1 


P. 为 所 给 的 点 . 两 两 连 线 共 有 C=10 条 ,四 个 点 间 的 两 两 连 
点 可 引 6 4658.5 个 点 共 引 了 30 条 短线 ,它们 最 多 有 S=Cl= 


又 从 任 一 点 可 引 6 条 委 线 ,因此 应 从 S 中 减 去 5C Л. 

再 因 每 三 点 构成 一 个 三 角形 ,这 个 三 角形 三 杀 高 共 点 ,应 从 中 减 去 Ci(CI 一 1) 个 . 

所 以 交点 最 多 有 СЪ ~ CIC CHG-…D=310 个 . 

9. 解 : 设 恰好 有 一 个 奇数 的 有 了 组 ,全 部 不 是 背 数 的 有 组 M 
600+500+ r+ y= 2007 үт=? 
{sxeo0r2xso0 让 8X1004 № (увоз "Иако, ей 
不 是 奇数 的 有 695 Я. 

10. 解 ; 前 三 位 数 是 123 的 五 位 * 渐 升 数 "共有 5 十 4 十 3 十 2 十 1 一 15 个 数 . ИЯ. И 
三 位 数 是 124,125,126,127 的 五 位 " 渐 升 数 " 分 别 有 10 个 ,6 个 ,3 个 ,1 个 ,前 2 位 数 是 12 
的 五 位 * 渐 升 数 "共有 35 +. 

类 似 的 可 得 前 两 位 数 是 13,14,15,16 的 五 位 * 渐 升 数 ”分 别 共 有 20 个 ,10 个 ,4 个 ,1 


^. 

从 而 ,首位 数 是 1 的 五 位 * 渐 升 数 "共有 35 十 20 十 10 十 4 
23 的 五 位 " 渐 升 数 "共有 10 十 6 十 3 十 1 一 20 №. 

前 2 位 数 是 24 的 五 位 " 渐 升 数 "共有 6 十 3 二 1 一 10 个 .所 以 ,第 100 个 “ 渐 升 数 ”是 
24789. 

11. №.20 以 内 的 质数 共有 8 个 :2 “1 ,13.17.19, 每 个 质数 或 出 现 于 分 子 ， 


或 出 现 于 分 母 ,但 不 同时 出 现 于 两 处 ,因此 ,可 构成 2 ийе Рак pq 一 201, 又 因 


三 70 个. 同 理 , 前 2 位 数 是 


为 在 名 与 全 中 恰好 有 一 个 在 区 癌 (0.1) 内 , 克 符 合 是 训 的 分 数 有 2'=128 +. 
12. 解 :(1)abcd 中 恰好 有 2 个 不 同 的 数字 时 ,能 组 成 Ci 一 6 个 不 同 的 数字 ; (2) abed 


„Р 


中 恰好 有 3 个 不 同 的 数字 对 ,能 组 成 С 
a6cd 中 恰好 有 4 个 不 同 的 数字 时 ,能 组 成 Pi 
有 6 十 16 十 6 一 28 个. 

13. 解 :首先 ,在 每 个 侧面 上 除 点 P 外 尚 有 5 个 点 .其 中 任意 添加 书后 组 成 
的 四 点 组 都 在 同一 个 平面 .这 祥 的 三 点 组 共有 (3 个 ,3 个 侧面 共有 3C3 个 + 其 次 , 含 Pi 的 
每 条 棱 上 的 3 点 组 还 加 底面 与 它 异 面 的 那 条 校 上 的 中 点 组 或 的 四 志 组 也 在 一 个 平面 上 ， 
这 样 的 四 点 组 有 3 个 . 综 上 ,共有 3C3 十 3 一 33 №. 

14. 解 ; 由 相 邻 的 两 块 土地 不 都 种 甲 种 蔬菜 ,可 知 六 块 土 
地 上 种 甲 种 蔬菜 的 块 数 是 0,1,2,3 四 种 可 能 ,对 于 每 一 种 可 
能 情况 , 先 在 (6 一 mn) 块 土地 上 种 上 乙 种 蔬菜 ,再 将 咱 块 甲 种 
蔬菜 插入 到 (6 一 n) 块 乙 种 蔬菜 的 两 雯 及 中 同 去 ,可 得 到 种 吕 
种 甲 种 蔬菜 的 方案 数 为 C3-.+，, 依 次 取 趾 一 0,1,2,3 可 得 总 方案 数 为 十 Qi 十 3 十 (1 三 
21. 

15. ЖЬ 的 原 象 个 数 为 x,(i 二 1,2,3,4), 则 每 一 个 满足 条 件 的 映射 与 方程 zi — г. 
Бла 210 的 每 一 组 正 整数 解 形成 一 一 对 应 关系 ,而 方程 的 正 整数 解 的 个 数 为 C 一 
84, 故 共有 满足 条 件 的 映射 有 84 个 

16. №: (a +b+c+d)” 展开 合并 同类 项 后 的 每 一 项 是 形 如 ma" bu c d". кав. 
其 中 加 是 常数 ,因此 我 们 要 求 出 满足 条 件 r Ра, +r, rr = 30C rs лу, г, € № f 
组 的 个 数 , 也 就 是 方程 xi 十 z: 十 zi 十 zi 一 30 ИЗ АЖ МИЛИ. 而 方程 r rtr + 
x =30 Я Са HDH + DFO HDH 4, Ф r +l=y(i=1.2.3.4. 
则 方程 rtr т, +т.=30 的 每 一 组 非 负 整数 解 都 对 应 着 方程 y y jy ty 一 34 的 
一 组 正 整 数 解 . КУН yi tye уту 的 每 一 给 正 整数 解 都 对 应 着 方程 zi +. 
+, Fx =30 的 一 组 非 负 整数 解 ,而 方程 % + у + у» у. - М 的 正 整数 解 有 Ch 个 ,所 
以 ,将 (a 十 6 十 c 十 d) 展开 合并 同类 项 后 ,共有 С.Я. 

17. 解 :考虑 从 排 成 一 排 的 14 个 小 球 中 取出 三 个 球 , 且 要 求 它们 每 两 个 之 同 至 少 相 
网 两 个 小 球 , 每 一 种 取 法 都 对 应 者 一 个 满足 题 意 的 取 数 方法 ,反之 每 一 个 满足 题 总 的 取 
数 方法 都 对 应 着 一 个 取 球 的 方法 , 下 面 我 们 来 求 有 多 少 种 取 球 方法 . 先 取出 4 个 球 , 再 从 
剩余 的 10 个 球 中 任 取 3 个 , 扩 后 再 在 取出 的 3 个 球 中 按 题 序 , 每 两 个 之 间 插 入 两 个 小 球 ， 
因此 ,满足 题 意 的 取 法 数 共 有 Ci 一 120 B. 

18. 解 : 先 将 "一 步 过 两 级 台阶 "这 一 动作 记 为 a- 因 为 楼 梯 共 有 12 级 台阶 , 故 动作 
至 多 只 能 做 6 次 ,再 记 " 一 步 过 一 级 台阶 ” 作 记 为 . 则 上 楼 的 整个 过 程 由 大 个 a 及 12 
一 2k tb 组 成 ,这 里 的 六 可取 0,1， 6, 对 于 甘 个 上 二 0.1.2,3,4.5.6), 其 全 排 


jg y REU- 02-4) s D! 
ARAT > E- -因此 .上 楼 的 方法 共有 :也 


‹ r 
kr + (12—2k kt +12—2Ю!_ 
р 68 


СІС: =12+4=16 个 不 同 的 数字 :; (3) 
个 不 同 的 数字 . 所 以 ,符合 条 件 的 数字 共 


233 种 . 
19. 解 : 当 xi 一 0 时 ,方程 化 为 I: 十 十 … 十 we 二 3, 它 共有 Cha s r =1 时 ,有 
С 组 解 ; 当 工 之 2 时 ,方程 无 解 , 款 共 有 Ch 十 C3 一 174 AW. 
20. MRR ERREA PHRASE m 大 于 全 部 手 列 数 的 一 半 . 设 (zi 


Ta), 与 天 十 玉 相 邻 的 所 有 排列 的 集合 为 A，, 则 м>ў А ПАПА 


Зин D! Сп 291 >A! 


ањ. 
zanas 


LD #10 АЛЕНЕ ЕЯ С, ,再 从 每 组 中 选 出 正副 组 长 各 1 А, 


жй жЕ Р1,ИЖ йа жт С 


2.2 每 一 种 排 法 对 应 着 从 7 个 不 同 元 素 中 取出 3 个 元 素 的 一 个 组 合 ,反之 ,每 一 种 
从 了 7 个 不 同 元 素 中 取出 3 个 元 素 的 一 个 组 合 对 应 着 一 种 符合 题 意 的 排 法 , 故 共 有 Ci 一 


3D 把 10 个 儿童 平均 分 成 两 组 的 分 法 数 为 CiC3 ,每 组 全 人 进行 国 转 排列 分 别 


有 4! Н ава ACCA! sa. 


AB 把 父母 与 最 小 的 孩子 看 作 一 个 整体 ,再 与 其 余 的 3 个 孩子 共计 4 At fr E H 
列 , 有 31 种 排 法 ,下 把 父母 进行 排列 ,有 2! 种 排 法 \ 故 共有 2! “31 ЯН. 

SB 对 于 每 一 种 重量 ,或 含量 1g 的 在 码 或 不 含 .共计 有 两 种 可 能 , 间 理 ,对 于 其 他 
规格 的 在 码 也 都 如 此 , 故 可 组 成 2 种 重量 ,由 二 重量 非 零 , 且 这 2 种 重量 彼此 无 重复 的 ， 
故 共 可 组 成 不 同 的 重量 种 数 为 2 一 1。 

60 《1 不 含 低 分 人 民 币 时 .可 组 成 的 不 峡 币 债 ( 非 堆 ) 有 4X10 一 1= 39 #,(2)& 
一 改 伍 分 人 民 币 时 ,可 给 成 的 不 同 币值 有 4X10 一 40 种 ;(3) 含 二 枚 伍 分 人 民 币 时 ,可 组 
成 的 不 同 币值 有 4X10 一 40 种 ,但 这 40 种 币值 中 与 情形 (1 重复 的 有 30 种 , 故 共 可 组 成 
的 不 同 币值 ( 非 零 ) 有 39 十 40 十 40 一 30 一 89 $. 

7.150 此 问题 相当 于 将 4,B,C,D, 下 这 5 张 卡片 用 3 种 颜色 去 涂 ,每 种 颜色 必 有 ， 
共有 多 少 种 渗 法 ? 


先 将 5 张 卡片 分 成 三 组 ,用 С+ТСС 种 分 法 .之 后 将 分 出 的 三 组 用 三 种 角色 去 


„Ф 


ЖОПА 种 涂 法 , 故 有 (CI 十 二 CC)A3 (10 十 15)X6 一 150 种 不 同 的 选取 方法 . 
8.7776 第 1 个 强 子 孔 有 6 种 配置 方法 ,第 2 个 弹子 孔 有 6 种 配置 方法 
弹子 孔 有 6 种 配置 方法 , 故 最 多 能 配置 6 一 7776 种 不 同 的 锁 头 . 
9.8.128 正面 向 上 的 情形 共有 8 种 :正面 向 上 数 是 0 个 ,1 个 ,2 个 ,3 个 ,4 个 .5 个 ， 
6 个 ,7 个 , 故 可 以 组 成 8 种 不 同 的 结果 ;如 果 是 可 以 只 认 的 ,又 可 以 组 成 2 一 128 种 不 同 
HAR. 
10.5”, 


第 5 个 


151 


Gr 第 i 个 样本 有 5 种 取 法 (i 二 1,2,3， *15). 故 有 5 种 不 同 的 拍 取 
方法 ;如 果 抽 取 的 样本 中 每 类 记号 怡 有 3 个 ,这 相当 于 15 个 元 素 的 每 类 元 来 均 有 3 个 重 


жк. кяр а ы 


11.8! AERP LRA BPA FHA REM MTO 种 分 法 ,取出 其中 一 组 A 
放 在 甲乙 中 间 , 把 这 6 个 人 看 作 一 个 整体 与 其 余 的 4 人 进行 加 排列 ,有 4! 种 排 法 , 夹 在 
甲乙 两 人 之 间 的 4 人 有 41 ПЕТКА TE EEE ETE ЕЕС хи х2 


一 8! 种 排 法 . 

12. 解 : 设 这 6 个 不 同 的 钱包 所 装 的 硬币 数 分 Жи 十 zs 十 
为 十 2 十 必 十 zs 一 12, 荐 了 天 0(i 一 1.2.3,4.5.6). 有 Ci, 一 462 ARE, # r. =0(i= 1.2, 
3,4,5,6)， 有 Ci =330 种 装 法 , 故 共有 462 十 6X330 一 2442 f # Ж. 

13. 解 :(1) 先 将 甲乙 两 个 人 捆 在 一 起 ,将 它 与 其 余 的 m 一 2 个 人 进行 加 排列 ,共有 (7 
D! 种 排 法 ,再 将 甲 、 乙 两 人 排列 , 故 共 有 2° (п—2)1 fff 

(2) 先 从 除 甲 、 乙 两 人 以 外 的 m 一 2 个 人 中 取出 一 人 ,有 CS-: 一 # 一 2 种 取 法 ,将 它 塞 到 
甲乙 两 个 人 之 间 捆 在 一 起 ,将 该 整体 与 其 余 的 nm 一 3 个 人 进行 加 排列 .共有 (n 一 3)! 种 
排 法 ,再 将 甲乙 两 人 排列 , 故 共 有 (ma 一 2)。(n 一 3)! 。2 二 2。(n 一 2)! 种 排 法 


(3) 先 从 除 甲 , 忆 两 人 以 外 的 一 2 个 人 中 取出 两 个 人 ,有 ТЕ 


Dep 
法 ,将 它 塞 到 甲 . 乙 两 个 人 之 间 播 在 一 起 ,将 该 整体 与 其 余 的 n 一 4 个 人 进行 园 排 列 ,共有 


OSOL AREP LAA PERE HAA AAAH Ma, itg PTRD 


* (n—4)! +.2.2=2. (n—2)! 种 排 法 

14. 解 ; 设 朋友 最 多 的 人 入 有 个 朋友 BB ,并 记 S 一 1B,B: ,Bi ‘E 
RA k Zm. # k т, (В, +B, 是 SS 的 任 一 个 由 一 1 元 子 集 , 测 A.B. . 
ZAC. Я СЖАНИХ. К CE S, 定 义 


СЕСЕ 


Уж (В, В, ,es 
jut в, Be B, IPEDE mA 
ХЖ. A n AAW AARBAA ес. БЕЯ Ж. 

由 于 三 是 单 射 , 故 CTS. 因为 m23.m—122,F ССС =k Ж Ж. 
Я. ЯЖЖХИЯт. 

15. М !(1)a + 650 (mod17), 即 a 三 kmod17) 县 
2, 16). 将 1,2,…,366 按 模 17 可 分 17 类 [0], [1] 
IEJ) = | [2JI =--=1[9]1=22.[10]!=1[1111 
是 17 | a + 5, BEG За, 56 [0] «Е [Е] .6Е [17—&]. 

¥ a,b€ [OH R ff t W p 的 二 元 

# aE [EJ bE [17—#],(% 

当 aE[8] 时 ,具有 性 质 户 的 二 元 子 集 有 ( 

所 以 A 的 具有 性 质 p 的 二 元 于 集 的 总 个 数 为 

( 注 ; 如 果 把 子 集 换 成 数 对 (u,b). 漳 共有 2x3298 À 

(2) 为 元 子 集 两 两 不 相交 .可 作 和 如 下 搭配 : 

aE[0],bE[0] ,共有 10 个 子 集 、 

«Е [Н.Е (17А) ,(k=1.2,7) 时 ,有 21 44%. 

ае [8.56 (9). 22 FR. 

ЖАНЯЯРИИЯХНАНСЯТАХЯ 10+7х21+22—179 +. 

16. 解 : 设 甲 的 家 为 坐标 原点 ,建立 直角 学 宗 系 . 则 问题 转化 为 求 (0,0) 点 到 (mm。 nn) 点 
的 最 短路 径 数 , 这 里 所 谓 最 短路 径 是 指 不 允许 向 后 退 的 路 径 , 即 不 允许 类 r. y 的 方向 
ж. 


=17—#(тод17),(& =0. 1, 
[16]. Œ 366=17X21+9, K 
[16] 1=1[o] 1=21. 


47)? 时 ,具有 性 质 户 的 二 元 子 集 有 TCh 


KACO, 0) 点 开始 向 水 平方 向 前 进一步 为 x， 季 直方 向 上 升 一 步 为 y, TERO 0) 
到 (m,n) 点 ,水 平方 向 要 走 m *.$ É 2 HM E £ n b. mh min 步 .于 是 一 条 到 达 (m。 
DERB EREP mAr ney 组 成 的 一 个 缮 列 . 反 过 来 ,由 砚 个 了 ,个 y 的 任 
一 排列 对 应 一 条 从 (0,0) 到 (m, m) 的 路 径 . 所 以 从 (0,0) 点 到 (m，) 点 的 路 径 与 mm 个 7， 
n # y 的 排列 一 一 对 应 . 故 所 求 的 路 径 数 为 C>-。。 

上 述 路 径 与 排列 的 对 应 也 可 以 换 一 种 每 前 进一步 r， 在 坐标 平面 上 作 一 个 向 
上 的 格 坡 ( 单 位 方 格 的 对 角 线 ), 每 前 进一步 y, 则 在 坐标 平面 上 相继 作 一 个 向 下 的 格 坡 。 

一 天 ,从 (0.0) 到 (m,n) 点 的 一 条 路 经 就 一 一 对 应 一 条 从 OO. OHA Am +n, m 
一 中 的 折线 . 其 中 每 条 折线 有 mm 个 上 让 ,n 个 下 坡 , 故 这 样 的 折线 的 条 数 为 C2 

17. ЖОСА. =A. 我 们 来 建立 一 个 格 点 从 周 以 描述 质点 的 运动 状况 . 其 中 


„фр 


Бы эс; сн 


工 坐 标 对 应 于 已 走 的 步 数 ,y 坐标 对 应 于 相应 的 项 点. 这 祥 . 一 种 满足 题 意 的 走 法 便 惟一 
AAPA mO, т—п))® f в. А (Кт) С (К. тп, dF 
5 y=m ËR y=m—n ЖА. 

我 们 先 来 考虑 满足 此 条 件 且 终点 为 (&， m) f B £ f. 

显然 ,满足 条 件 的 白 线 世 过 (k 一 1,mm 一 1). 以 下 讨论 中 ,以 惯例 规定 着 四 mms< R 
现 不 为 整数 , 则 C7 一 0. 

从 (0.0) 到 (一 1,m 一 1) 的 新 线条 数 为 CH 

由 定理 3 知 ,从 (0,0) 到 (一 1,m 一 1) 且 与 直线 y=m юана $t Chen 

从 (0,0) 到 (类 一 1,m 一 1) 且 与 直线 y—m—n HB XAR SR Со 


由 两 次 反射 原理 可 知 : 

从 (0,0) 到 (kt 一 1, 严 一 1) 且 先 与 y=m HWZ. AY y=m- n 相交 的 折线 条 教 为 

而 由 两 次 反射 原理 可 知 : 

AODHA- lm- DAY y=m-n WZ И уел ft WF N RRA 
ерү». 


因此 ,从 (0,0) 到 (和 一 1,m 一 1) 的 满足 题 意 的 折线 数 为 Chuschi = 
| OE 1E 

类 似 地 ,我 们 有 从 (0,0) 到 (k,m 一 的 满足 题 意 的 折线 条 数 为 CH 
E i SEG Sh E 

故 所 求 的 方法 数 为 

сн» — сут – 
сн ортен oiris, 

18. 证 明 : 议 A 是 符合 是 意 的 元 素 个 数 最 多 的 集合 , | A | =r МАТЕ Жа 
EX 一 A,AU{a} 中 必 会 S 中 的 一 个 元 素 (否则 与 假设 巴 盾 ), Ж atha hE А, МА 
Ulat, AU 人 包含 了 5 中 的 两 不 同 元 素 , 并 且 与 之 对 应 的 A 中 二 元 子 集 也 不 相同 ， 否 
则 ,与 S 中 的 二 元 子 集 至 多 有 一 个 公共 元 及 ACS HIR. Ak, а | aX 一 A} 中 元 素 
单 值 对 应 于 A 的 二 元 子 集 , 从 而 、 Sa A r€N, МЫ х;>[ Vn]. 

19. 解 :从 5 个 白 球 ,3 个 红 球 ,2 ЛЕНТЕ е + 5 £ PU R k U, 的 母 函 数 为 
Оба) ++ Ба? Hr а) аа Ба), r 的 系数 1 十 2 十 3 十 3 
十 2 十 1 一 12 PAKARU KRAL 种 不 同 的 取 法 . 

20. 解 : 先 将 女性 排 定 , 有 41 种 方法 .女性 与 女性 之 同 若 坐 男性 (包括 这 些 女性 的 丈 


$. 


夫 ) 必 不 少 干 两 个 . 同样 .在 男性 与 舅 性 之 间 坐 着 的 女性 不 少 于 两 个 . ЕН 
起 的 女性 视 为 1 组 , 则 4 位 女性 的 分 组 有 ,3 十 1,2 十 2,2 二 1 十 1.1 十 1 十 1 十 ] 这 5 种 . 预 
立 学 着 的 女性 必须 在 这 一 排 座位 的 两 端 . 所 以 1 十 1 十 1 十 ! 的 分 组 方式 不 合 要 求 . 女性 分 
成 2 二 1 二 1 对 ,两 删 必 须 坐 着 女性 ,这 时 男性 只 能 分 成 2+2, 即 : 女 男男女女 男 男 女 , 男 性 
的 排 法 只 有 1 种 . 女性 分 成 2 十 2 时 ,有 4 类 : 女 女 男 男 男男女女 , 女 女 男 男 男女 女 男 , 男 女 
女 男 男 男女 女 , 女 女 男男女女 男 男 ,或 男男女女 男男女女 ,男女 女 男男女女 男 ,男性 的 撞 
法 分 别 有 2,1,1,1 Ж. 女性 分 成 3 十 ] 时 ,有 3 类 : 女 女 女 男 男 男 男 女 或 女 男 男 男男女女 
女 ,男男女女 女 男 男 女 或 女 男男女女 女 男 男 ,男女 女 女 男 男 男 女 或 女 男 男 男 女 女 女 男 , 男 
性 的 排 法 分 别 有 2,1,1 种 . 女性 4 人 连 排 对 ,有 3 类 : 女 女 女 女 男 男 男 男 或 田 男 男男女女 
女 女 , 男 男男女女 女 女 男 或 男女 女 女 女 男 男 男 , 男 男女 女 女 女 男 男 , 男 狂 的 排 法 分 别 有 
31,21,21 种 .于 是 排 法 总 数 为 41 (1+2+2X1+2X1+1+2X2+2X1+2X1+2X3! 
+?х?! +20) =24%34=816. 
集 的 排列 与 组 合 
991 —2X981 =97X98! 

2. CC. 

3. 先 把 10 个 男生 排 成 加 形 ,有 91 种 方法 . 困 定 一 个 男生 的 排 法 ,把 5 位 女生 插 在 
10 个 男生 之 间 , 每 两 个 男生 之 间 只 能 纤 一 个 女生 .而且 5 个 女生 之 间 还 存在 着 排序 问题 ， 
ЖЖ Pi 种 排 法 , 由 和 法 原则 ,共有 91 XP. f $ w. 

4. С —ChClo =2450 种 

5. 五 位 数 共 有 90000 个 ,其 中 能 被 3 整除 的 有 90000 + 3= 30000 个 .能 被 3 整除 且 
不 出 现 6 的 5 位 数 有 8X9X9X9X3=17496 个 . 因此 满足 题 总 要 求 的 数 有 30000 一 
17496=12504 ^. 

6. 第 一 个 人 可 从 6 个 入 口中 的 任 一 个 进 站 ;第 2 个 人 也 可 选择 6 个 入 口中 的 任 一 个 
进 站 ,但 当 他 选择 与 第 1 人 相国 的 入 口 进 站 时 ,有 在 第 | 人 前 面 还 是 后 面 两 种 方式 ,所 以 
第 2 人 有 7 种 进 站 方式 , 辐 理 ,第 3 人 有 8 种 进 站 方案 ,…，, 由 乘法 原则 ,总 的 进 站 方案 数 
Я 6X7X = X 14 =726485760, 

7. P(15:6,5.4Cs 

8. HARE y Sn y= lo =, 5, 此 时 方程 变 为 %W +у Ку + 
у. 新 方程 的 非 仙 整数 解 的 个 数 是 C(11 十 4 一 111) 一 C(i4'11) 一 364. 

9.27 

10. 相当 于 将 2n 个 不 同 的 球 放 到 m АНЕ t. $ £ 5 + A 
本 了 

11. Ка <a, За, <a, <a; Ф b =a sbr =a: ¬ 1.b, 


а: 2,b =a —3 


l 


M bı <b, <<<, 与 {1,2,…,20} 的 5 组合 一 一 对 应 
12.112 
13. 4 


由、 二 项 式 定理 


Cî FCC + CHC + OC = 4351. 
ЗА REUSI a 的 系数 为 GFC: 
4B 由 等 比 数列 求 和 公式 ,有 


абаа 


一 (1+z)", 比 较 x" 的 系数 ,得 


=2016. 


x +з annt + 
аон ОЗО] (уу ушн 


aF- 


CFC! +G; 5h 
W CI 十 CE 十 十 Ci 一 Ci 一 1, 这 表明 ,AvC 相等 ,又 将 C 展开 得 D, 故 只 有 也 
是 错误 的 . 
5.8 
De 2-1 
ниен С т. 


EC 由 二 项 式 定理 得 ， 
с-а+а-а+-=ачж"ч+а-+ 


* (cos f +isin Th 


4 
10092" 


n=4m, 2" созт = С 10729 
7.А 


| заь, в. X ab .Фа=т+у=х-убт.уЄ Ви афв 


(Oaa Сд 


ан ЕИ 
RH руа в убу У 


$. 


nr = (GP) 8 л>. 


> „т 

вр 

#,‹15+ 220)" + (15— 220)" =20159 +СЪ1$” + 220+- +СЦ15 + 220°) 

=10 5" + 3+Cl,15'* + 220 + 3+--- 53 ° 220°) 

(15+ /220)% +(15— V220)" 

=2(15" +Ck15% + 220+---+C8 + 220") 

=10(15" +396015" + 220 + З+=- СНА ° 220°) 

所 以 ， 

(15+ /220)" + (15— V220)” + (15+ V270" +(15— /220) = 106, 

Ру 015" 。3 十 Ch15% + 220. 3+-- + * 220') + (157 + 3+ C+ 15" + 220 
+ 3+ +CHAA + 220%) 


所 以 ， 
(15+ б” + (15+ V270" =10&— (15— V270)" — 05- V220)" 
X.,15- VI 二 , 放 (15 一 V220)*+(15 一 V220)*<1， 
因此 ,(15 十 V220)* 十 (15 十 V220)* 的 个 位 数字 为 9. 

19, 2, 

+еЁс„-с.= 1р, 
z (222, ? 


10. С... 
设 有 mtn ТЯ, ЖИ". йй л KRE DR, Я 
CAC FOC! 十 CC СС: 种 方法 ,从 而 ， 


CCH CLC FCC Hene + CLC? = 
1.140 

#:Ф# л=3т, 8 (Зп) RAI 的 余数 为 0， 
@# п=3т+1, M 


(Sm P С, 3m)” С (Зна С Зн ЗНАЯ 1 
图 着 m 一 3m 一 1, 同 理 被 3 除 余数 为 上 

故 所 求 余数 为 0 1. 

12. N=76545000. 

М.С) + N= NFI PAA 

(ID +2 VNCVT 一 5) 


„р 


Bae 


127-0 0 一 6 一 
лев ея = 
= У" 7-5)", 

按 二 项 式 展开 为 2V7,V6,.6,225, 得 №=76545000. 
13, 29999 
№ .19912% = (1990+ 1) 


=1+2000X 1990+ 7.2000 1999X 1990' +. 


ARASEN 

14. 744. 

N:N=19"—1=(20-1)*"—1=(1—4X5)**—1=2°(2M—55), 

其 中 M 为 正 整数 ,这 表明 N 中 素 因子 2 的 最 高 次 村 是 5 ,又 М—(1+2х9)%—1= 
3#(2X89 十 9) ,其 中 户 为 整数 ， 

这 表明 NN 中 天 因子 3 的 最 高 次 回 是 2， 

因此 N 一 2;。3:。Q, 其 中 Q 为 正 整数 . 且 2,3E Q、 

因此 N 中 所 有 形 如 2*3* 的 因数 之 和 为 

《2 十 2 十 … 十 25)(3 十 35) 一 744 

15. Ria 计算 得 a =1. 

a= (2C1 +2 C+ 2C 

ХИ а. "dara amas: 

Я асса sarosa 前 8 项 除 以 3 HR KKK XK 0.1.1.0.2.2.0.1. 

Лаза. (mod3), a; =a (mod3), Е n€ Z H „а. =a,(mod3), 

于 是 在 此 数列 中 凡 av 的 项 县 只 有 这 些 项 除 以 3 的 余数 为 00AE N) 

gx a = 269 уэ» w 


1990% 


之 和 除 以 10' 的 余数 ,而 前 三 项 之 和 除 以 10" 的 余数 为 29999. 


с 


тоу = 


да. LEV = (2—43): + 
k: 23 23 

Кио, нЕ, а, €Z. ЗЕ fU 5 

16.4 

解 ! 由 二 项 式 定理 知 a 一 0vZ 一 (1 一 v2) 


= нана] 


1 Pa 
= La" 0) 
ғли vZ =] 


Ф. 


me (VD)‏ تد 
а= TEL а=]‏ # 


1 
E+ D — (3—2 
af 


Rr 


4⁄2 

再 由 恒等式 a= (a +b 
得 z.=6r.-i— z. (NS), 
1x,} 的 个 位 数字 依次 为 1,6,5,4,9,0.1,6,5,4,9,0. 
x, (mod10) 


+2 n= 


671) abla"? e), 


таза, (тод10) „ты 
则 ab 的 个 位 数字 是 4. 

17. ий: С 
С. +С 


С. +C; 
Cia +С! = С +O. f. 
18. WBE АС лс 


Ўв. C= Зе. nC: D 


Žane i+n 


=n (k= DC} +n2 


пўст" 


пп 12" 
=n(nt 02 
19. 证 明 :由 [/(z)] 中 的 3 
а = ана, Haran- + 


W f(D) 


É аа. аа. te ана, 


aa. 


l datatuta) 


KR f E аа, tarai На < (a, +a, а, 


事实 上 (as 十 ai Heta, =a; +2a,(a, На: ++ Фа.) F(a Hart 
22а, (а, +a: ++ На.) 22(a a, Жаза + Жалаа) 


所 以 不 等 式 成 立 . 


ta)? 


„$ 


20. 证 明 : 记 N= (1,2,--. n ,其 中 不 元 子 集 有 C: 个 ,各 大 元 子 集 最 小 元 素 的 总 和 为 
Fin DC HHR M 二 {10}UN, 它 共有 nn 十 1 个 元 素 , 从 MM 中 到 出 一 个 上 十 1 元 子 集 。 
再 去 掉 这 个 子 业 中 最 小 的 元 素 , 铺 得 到 N 中 一 个 大 元 子 集 , 这 祥 便 定义 了 一 个 从 M 的 人 
十 1 元 子 集 到 N 的 大 元 子 集 的 一 个 映射 ,这 个 映射 不 是 一 一 映射 ,对 N 中 任 一 个 元 子 
集 及 ,着 它 的 最 小 元 素 为 i, 那么 A - ЖАМ 中 站 个 人 十 1 元 子 集 的 象 :{0iUA,. ULUA, 
,li 一 1}UA, 这 就 是 说 ,i 正好 等 于 上 述 名 十 1 元 子 集约 个 数 , 因 而 ,和 N 中 每 一 个 元 子 
集中 的 最 小 数 的 总 和 ,正好 等 于 M 中 一 切 上 十 1 ЛУЖНИКИ, № Е, OC =СИ $ 


Еб. 


五 \ 组 合 恒等式 (答案 略 ) 

六 、 古 典 概 型 

EE: 从 所 有 电话 号 码 中 任 取 一 个 ,观察 取 到 哪个 号 码 . 

电话 号 码 总 数 是 从 0,1,2,…,9 中 任 取 5 个 作 可 重复 振 列 的 排列 数 , 共 有 10 个 ,所 
КОЖ 10’ ЛЯЖА. ИЯ 10’ 个 号 码 可 视 为 等 可 能 的 ,所 以 上 是 古典 概 型 

A: 从 所 有 电话 号 码 中 任 取 一 个 , 取 到 的 是 由 5 个 不 同 数码 组 成 的 电话 号 码 ， 

属于 A 的 样本 点 数 为 A。 

AL 


ИД РСА) = 102—0. 3024. 


2, Р SE =o. 096. RR: ЖИЛЕАИЯ ES ERHI 条 楼, 每 一 条 楼 上 有 8 
个 两 面 涂 漆 的 小 正方 体 . 所 以 两 面 涂 漆 的 小 正方 体 总 数 为 12X8 Л). 
з. P=ËL ХЗ! 0, вто жо 本 书 列 在 书架 上 ,其 中 指定 的 三 本 书 措 在 一 起 的 方 


10! 
法 数 可 如 下 求 得 : 先 把 指定 的 三 本 书 据 在 一 起 与 其 余 7 本 书 一 起 排列 ,共有 8! 种 排 法 ， 
对 这 样 的 一 种 排 法 ,指定 的 三 本 书 都 有 31 种 不 同 排 法 ,所 以 共有 8! X31 种 不 同 排 法 ) 
+ P= Chno, 03. (提示 :名 方案 数 有 种 一 64 个 . 本 是 相当 于 :64 个 球 中 有 1 TER, 

63 个 白 球 , 从 中 任 取 2 球 , 求 监 有 1 个 星球 的 概率 ). 


10015, (0 #1100 Ф.О П ERA f £ 10,20,11, 100; 


50 _1 


99 共 19 4). 
6. s$ 


су 
` © 


$. 


?. 


8.E: 从 0 至 9 十 张 卡片 中 任 取 4 ЖНи-Я ARRENAR nAAL NE 
本 点 , 且 它们 是 等 可 能 的 故 已 是 古典 概 型 - 

及 :“ 排 出 的 是 一 个 四 位 偶数 

今 求 入 包含 的 样本 点 数 : 

来 位 是 0 的 四 位 偶数 有 A Л; 

末 位 是 2 的 四 位 偶数 有 8X8X7 个 (固定 末 位 是 2 后 ,第 一 位 路 0 和 2 外 ,有 8 种 排 
法 ,接着 排 第 二 位 , 除 首 位 和 来 位 已 排 好 外 有 8 种 排 法 ,第 三 位 有 7 种 排 法 ). 

来 位 是 4,6,8 的 情况 与 末 位 是 2 的 情况 一 样 有 8X8X7 1. 


ЯА PA= Бп и 


эо Оо во 1-20 Pf в из жж. 本 题 相当 于 20 个 球 中 有 


人 个 黑 球 , 从 中 任 取 3 个 , 恰 有 1 个 为 黑 球 的 概率 ). 
сс, 


(21 过 0. 68( 提 示 ;" 三 张 中 至 少 有 一 张 号 码 能 被 3 整除 ” 


张 能 被 3 整除 "是 对 立 事件 ). 
10, 设 A1" 组 成 的 四 位 数 是 以 1 为 首 的 ",Bi" 组 成 的 四 位 数 的 宋 位 是 4". 则 РСА) = 


3 2 
ПРАВ 


п. 把 10 K 9 5 f tk 3 $ T B FL 8 НЫНЕ $). 2 BM WK p E ЖААЖ 
ЖОКЕ 2Җ.Ж#ЗК.## S AOR RP ERS KARAR 5 Bh. f K 
法 舟 是 一 枚 样本 点 ,共有 Ci 枚 样本 点 , 且 它 们 可 视 为 等 可 能 的 - 

Ai 取出 的 5 枚 硬币 ,币值 总 频 起 过 1 Я" 事件 A 可 表 为 如 下 的 六 个 互 斥 事件 之 和 ， 

Ais" 取 出 的 5 枚 硬币 中 ,有 1 枚 伍 分 硬币 ,2 被 二 分 硬币 ,2 КФ AE". ИРА, 的 
样本 点 数 为 Cl。C3 G. 简 记 为 : 

А, 5.2.2.1 1"Ж С} + С}. С 个 样本 点 . 同 理 ， 

Ar:*5,2,2,2,1" 有 CC}。C3。 С 个 样本 点 。 

Аз:*5,5,2,2,2"Ж С} CI 个 样本 点 ， 

A55 LLIA CGG CAERA. 

А‹:*5,5,2,1,1"Ж С} G CARRA, 

Аб, С} - 9 个 样本 点 - 

内 于 A А. А.А A A WEER, ВАЗА, НА. А TA TA +A, 

所 以 属于 事件 A 的 样本 点 数 是 

с. ааа. а + ас. СНС G CHG e C e CHC + C=126. 


„ $ 


与 "三 张 中 没有 一 


PRERE P(AUB) = РСА) +P- PAB = у. 


12. ACERTEI PEN-A TAER” B:“ 在 该 市 教工 中 任 拍 一 名 ,他 订 
МОЖ". СЕТЕ A IRAR” NARREA 

P(AUBUC)=0.2+0. 16 +0. 14—0. 08—0, 05—0, 04 +0, 02=0. 35, 

13. HA 表示 * 投 一 强 炸 中 第 军火 库 ", 则 投 一 弹 , 军 火 库 爆 炸 的 事件 可 表 为 人 十 
A+A. 

Ж PCA, НА, + А,) —0.025+0. 1+0. 1=0. 225. 

14. 该 批 产品 被 接收 的 事件 ,相当 于 从 100 件 产品 中 任 取 的 50 件 产品 中 有 O 件 次 品 
HIKE. 

设 Ai" 任 取 的 50 件 产品 中 有 0 ЖЕ”. 

B:* 任 取 的 50 件 产品 中 有 1 件 次 品 ". 则 所 求 概率 为 


P(A+B)=P(AY+P(B) 


七 .几何 概 型 
1. P( A= 


的 体 

器 的 体 
z 
Pu 


2 вит 
2 (Dp ше > >. 


《2) 设 断 吉 的 坐标 为 , 则 所 求 概率 : 
P(x-alS0)=0 (4=0), 
r br аЬ =Р(а—5<х<а+Ь) 


b. =Р‹\х—а|<5›= мч 4-0) 


=£ ‹о<%<а). 

1 (>а). 
3 如 图, 以 圆心 为 原点 , 沿 垂直 于 这 些 纺 之 真 径 方向 作 x ИШ 
# DE 所 在 位 置 由 点 C HER: ТЕХ. 样本 空间 由 满足 | 工 | 


安民 的 全 体 点 构成 , 即 册 直径 AB 的 所 有 点 构成 ,其 长 为 2R. BER д 
于 坐标 为 并 的 点 C 处 时 ， 纺 长 为 2 УЕ ЖЖАП Ж 


Урс. & ВВ. 


足 2 Мкд й 


$. 


4 HEAREKA ryz M AME О<т<а.0<Суча,0чсч 
aW (ray. Ri K A а йа НЕК Ж KC В, 

Ж АЖЖЯЕҢЙН г.у: 能 构成 一 角形 的 事件 ,其 充 要 条 件 
是 z<<r+y.y<<x 二 srcy 十 =, 即 起 (yyvz) 应 在 平面 = riy 
《OAC) 之 "下方 ", 在 平面 y 一 十 =(OBC) 之 * 左 方 ", 在 平面 工 一 y 十 = 
《OAB) 之 * 上 方 ", 即 在 六 面体 OABCD ñ. 


ч _УЗЕ _/3 
KUPAS RTT 


жи рл) АЯ OAHCD HÊ _ 
Г 


八 .概率 与 统计 
LB 


设 袋子 中 绿 球 的 个 数 为 了 , 则 从 袋子 中 任 取 一 个 球 ,是 蓝 球 的 拔 


д=18. 
2۸ 


6-5+1-442-343—241-145. E HL 5,4,3,2,1 AREAS A. 


ТЖ ВЯ LEAS ИН НИЯ P= bx 


1 所 取 球 的 号 码 为 让 ,i 二 1,2,…,10. 

则 基本 事件 总 数 n= 0. 

设 A={ 所 取 球 的 号 码 为 偶数 }. 则 

А={2} 0 {4} 06} {8}0 {10}, АФИН ЖЕНЕ п. =5, 


APAS 


s + 只 考虑 第 三 把 铀 是 ,共有 5 种 等 可 能 的 结果 .而 第 三 次 打开 房 门 ,看 作 正确 的 


СЕ 


6. H 从 这 10 个 数 中 取 3 个 不 同 的 偶数 的 取 法 有 (C3 种 ;取出 上 个 偶数 和 2 个 不 同 


奇数 的 取 法 有 CICS 种 . 从 这 10 个 数 中 取出 3 个 数 ,使 其 和 为 小 于 10 的 偶数 .有 如 下 9 
#:(0,1,3),(0,1.,5),(0,2,4),(1,2,3).(0,1,7),(0,2,6),(0,3,5),(1,2,5),(1.3,4). 


因此 ,合用 条 件 的 取 法 有 Cltcici-9=s R. KAREE а. 
T. m+n=634, 
йс» кй 
челом =29 х5 
ЛЕ OMER FF Е 10" E KB 
Nr (99 一 88 十 1)(99 一 88 十 1]) 一 1]2 ,因此 从 10” ER f p W fp RK -A ЕВ 


好 为 10% 的 整数 售 的 概率 是 Р 12. 


10” 的 正 因子 个 数 M= (99+1)(99+1)= 100° 


100: 
8.4.5 《的 分 布 列 如 下 : 
$ 
P 
Ер=Зх 4x +5х Ж—4.5 


9.990 以 和 ,日 代表 拍 屋 里 红 、\ 蓝 袜子 数 ,由 企划 两 只 它们 同色 的 概率 为 十, 得 任 取 


АВ _1 


ялын ев я. Үт (A+BNA+B—D=4AB, (А-В 


А 


m+n 


TB.W A TË E- УЙ, n=A-B.R n -АЧВ, Я A=”. A+B<S1991, 


уп /1991<45. 
Ë n=44 BL, A REK ЖЖ 990. 


10. $[2*(-#)] 


ИНН" ЯШЕР, ЯВ" ЕНХЯАНЕХ. ЯН (ПЗ. 8-Х 


$. 


正面 ,所 以 1 一 P, 一 


一 一 二 ,全 比 为 一 到 的 等 比 数列 ， 


令 A={ 任 取 一 件 ,恰好 抽 到 不 合格 产品 } ,B,={ 任 取 一 件 , 栓 好 抽 到 第 j 条 流水 线 的 
PAGEL 

由 全 概率 公式 可 得 ， 

P(A) (A | B,)P(B,)=0. 15X0. 05+0. 20X0. 04 +0. 30X0, 03+0. 35 X0, 02 
=0.0325=3.25% 

12.5.216 万 元 

以 x 表示 一 周 五 天 内 机 器 发 生 故 障 的 天 数 . 则 了 一 B(5:0.2), 于 是 x 有 概率 分 布 P 
Со) 10, 2° + 0.8**,#=0,1,2,3,4.5. 以 了 表示 一 周 内 所 获 利 润 , 则 


10,# z 一 0 

5,# a=} 
TENT 0# х=2 

—2,# 223 
LETETI 
P(y=10)=P(r=0)=0.8°=0.328, 
Р(у=5)=Р(х= 10.2 • 0. 8' =0. 410 


Р(у=0)= Рт 
P(y=—2)=P(x>3) 


А, UA: ЦА, + 

РСА ЦА ПА) = РСА, + РСА) + PAD- РСА, А, = РСА, А, ) — РСА, А, + 
РСА А: А, 

把 3 个 信封 依次 排 好 , 则 3 封 信和 的 每 一 个 排列 表示 一 种 厌 入 方式 ,共有 31! 一 6 种 ,第 
一 封 信 碰 对 了 地 址 时 ,另外 两 封 信 只 有 两 种 套 入 方式 , 故 ， 


2 
= РА) РСА)= £ 


РСА, 


14. Жанр же / КҮТҮҮ] 
三 点 中 有 一 点 为 hr, 另外 两 个 点 有 СЕ 形 为 锐角 三 角形 ( 即 仿 
PROMA- PARR A ФАН. Я-ЛЕВА AA, 
ЕЕ DÉS- АТАНА Ж МИ / 
Аваль» 


因而 共有 IHH Hte Ох, 


ии 


从 而 所 求 概率 为 5C3 = 

15. 解 : 设 事件 A 一 { 某 一 小 时 内 甲 柜 面 不 需要 售 贫 员 跟 闲 } .事件 
О%ЕЛАЖ ЖЕКЕЙ. + (` 一 ! 某 一 小 时 内 再 柜 面 不 需要 售货员 照 显 }, 则 事件 人 
B.C 相互 独立 , 且 PA) *P(B)=0.8.P(C)=0.7.() 设 事件 D= 1 X — ИЯ 
有 两 想 面 需要 售 贫 员 A.B.C 相互 独立 ,因而 P(D) 一 
PAPPE > 

СУФ E= I -— hter- EREKE E= A'B 
‘C+ AB ‘C+ AB‘ +В.С.АЖФЛ.В-.С.А-В+С.А.В+С,А+ 
相互 独立 . 故 


某 一 小 时 内 


Р(Е)=Р(А- В+ СРО В. СЕРА В СЪР Be 
0.7+0. 1x0. 8X0. 7+0. 9X0. 2x0. 7+0. 9x0. 8x0. 3=0. 902. 
(3) 设 事件 下 一 ! 革 一 小 时 柜 面 至 少 有 一 
C, 又 A,B,C 相互 独立 ,让 РТ 
一 1 一 P(F) 一 1 一 0.504 一 0.496. 
16. 解 :(1) 棋 子 开始 在 第 0 站 为 必然 事件 , 故 P. 一 1. 
第 1 次 投 拓 硬 币 出 现 正面 .模子 路 到 第 з кажат, k P= 
ИТИН 2 站 ,应 从 如 下 两 方面 考虑 : 


стака таня RRR HL . 


ЕЕ 
& 一 号. 

CDM FIR ¥ nt 2s 
MAPAMI n 一 2 BB BRB ERK $ 


(DH FERN n— 1 BIRH EG HMR 为 二 
BMP, = EP +EP, a 


KN P.—P.., 


(3) 由 (2) 知 ,数列 Pi PaPa Pis -Putt Ж P — P. = 


的 等 比 数 列 ， 
因此 有 :P， р 
Р.-Р-(-3) 
1 
PERSE) 


Po-Pa-( +)” 
由 以 上 竹 武 相 加 得 。 


SERRAR). 
(A)P(B)P(C)=0.9X0.8X0.7—-0.501.& PCF) 


1 
2 


99 ЖЖ ЕЯ. ААН, 


0.9X0.8x 


MF= А.В. 


5 .全 化 为 一 上 


100—a, R P(£ç—100)=0.99,P(ç=100—a)=0.01, В #] KMAR ë Ec>o. 因为 
Её =0. 99 X 100+0.01Х (100—a) =100—0. 01a2>0, ff 100<а< 10000. Ж а # 100 Z, 
З 10000 元 之 同 保险 公司 可 期 望 获 益 . 

18. 解 :由 于 散 子 是 均匀 的 正方 体 ,所 以 抽 按 后 各 点 数 出 现 的 可 能 性 是 相同 的 

(РИЖЕВЯВАЖКЕХЯ 6, 0 6х422'.6х5<2', ИИ, В n25 时 ,n 次 出 现 
的 点 数 之 和 大 于 I 已 不 可 能 ,所 以 ,最 多 只 能 连 过 4 XK. 

(2) 设 事件 为 A。 Я" Цх КК" НУЖНА. En ЕЛА 

Won X ib. KM 8 6" Л. 


Р‹А›=1—Р(А,›= 


чв 


РЕ À 元 2—2 520—100 
ЖЕНЕХИШ АЯ PADXPADX РА) = ХХ = зиз. 


19. 解 : 九 个 编号 不 同 的 小 球 放 在 图 周 的 九 个 等 分 点 上 ,每 放 一 个 ,相当 于 九 个 不 同 
元 素 在 圆周 上 的 一 个 回 形 排列 , 故 共有 B! 神族 法 ,考虑 到 翻转 因素 , 则 本 质 不 同 的 放 法 


ЖЗ. 下 求 使 * 达 到 最 小 值 的 放 法 数 :在 图 轩 上 ,从 1 о HEMA ЖИ И ВЕ Л 


中 任 一 条 路 径 , 设 zivzr'…vzs 是 依次 排列 于 这 段 扬 上 的 小 球 号 码 , 则 11 一 zi 二 zi 一 
xw |+ + |z Sl Ar FOr r )+ с 11—91 =8, 上 式 取 等 号 当 
且 仅 当 1<r << E E a E E EEE T BEEE 递增 排列 ,因此 ， 
Sma =2X8= 16. 

由 上 知 , 当 每 个 强 段 上 的 球 号 11,ri*zra…vzi*9} 确 定 后 .达到 最 小 值 的 排序 方案 便 
唯一 确定 .在 1,2,…,9 PF. 15 9 3.8 TF 7 ARE 2,3. 把 它们 分 为 两 个 子 集 ,， 
元 素 较 少 的 的 一 个 子 集 共 有 C? 十 人 十 C3 十 C3 一 25 种 情况 ,每 种 情况 对 应 着 回 周 上 使 * 什 


$. 


ЖАЛАН N 3. HES SSE 2 Я КИЖИ p= 


20. 解 :在 直角 坐标 系 中 国 一 条 折线 ,表示 和 售票 的 情况 . 

斩 线 的 起 点 为 原点 ,如 果 第 1 个 人 用 伍 元 买 票 ,就 将 原点 与 点 (1,1) 相 连 ;如 果 第 一 
个 人 用 拾 元 买 累 , 就 将 原点 与 (1, 一 1) 相 连 , 这 里 机 坐标 1 表示 第 1 个 人 ,他 用 伍 元 买 村 
就 将 前 一 点 (原点 ) 的 纵 坐标 加 1; 用 拾 元 买 标 , 就 将 前 一 点 的 纵 坐 标 减 1 ,得 出 折线 上 的 
一 个 新 点 ,并 与 前 一 点 用 线段 连结 起 来 . 依 此 类 推 ,如 果 已 有 折线 上 的 点 Ai ,那么 将 新 点 
A... 5 А, 相连 ,Ai+i 的 模 坐 标 是 人 十 1, 而 纵 坐 标 是 A 的 级 坐标 加 1( 如 果 第 人 二 1 个 人 
НЕЛЯ ЖТЖ АН MARRE. 折线 的 终点 At. 的 模 坐 标 是 n t 
标 是 0( 因 为 n 个 人 中 心 个 人 用 伍 元 买 票 ,省 个 人 用 拾 元 买 机 ,所 以 AAA th ТО 
НЕОБ п.п 15.09 О). 


ЖЕТА A,A. КАВ AA 
Ж 2n R. BP A n RH kO АЖЕ ЖЖ). R Ë 
HORAN ERKE COE n Rtn ЕА Е.К# n Rn T). 其 中 有 利 捕 况 (不 出 现 因 售 
票 员 无 钱 可 找 而 等 待 的 情况 ) 白 线 全 在 横 轴 上 方 ,不 利 情况 (有 时 因 售 票 员 无 钱 可 找 而 等 
待 的 情况 ) 折 线 有 一 部 分 在 机 轩 下 方 . 

我 们 计算 不 利 情况 有 多 少 种 . 为 此 ,在 不 利 情况 中 . 设 折线 第 一 次 与 直线 -1# 
ЖУКА, HIREA 以 后 的 部 分 关于 直线 ?一 一 1 tf tf (O ЯА, 这 一 部 分 不 


„Ф 


变 )， 得 出 图 中 虚线 - 

这 条 新 折线 ,起点 仍 为 O.O НА, 这 一 部 分 是 原来 的 实 线 ,A。 到 及 ,是 虚线 ,终点 
А’, БА, ХТу=-1 对 称 , 坐 标 为 (2m, 一 2), 所 以 新 折线 有 十 1 段 向 下 ,一 1 RM k 
一 2). 这 样 的 折线 共有 С; :条 (从 2n R Pš n+1 ИТ. Фп 


因此 ,不 利 情况 有 CS 种, 有利 情 况 的 种 数 为 : 


а-аа, 


C, 


所 以 不 会 出 现 无 钱 可 找 的 概率 为 


